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RESUMO

O objetivo do trabalho é a determinacdo da curva de volatilidade de ativos
que ndo possuem opgdes negociadas, para isso foi apresentado os
conceitos necessarios sobre o mercado de opcdées e 0 seu principal
parametro, a volatilidade. Apds a andlise sobre alguns modelos pesquisados
foi desenvolvido os Modelos Canénico de Maxima Entropia, sendo testado
comparando a curva de volatilidade obtida com a curva de volatilidade
observada do indice Bovespa, obtendo resultado bastante satisfatorio.



ABSTRACT

The purpose of this paper is the determination of the volatility curve that do
not have liquid options trading. Therefore were introduced some necessary
concepts about the options market and it’s most important parameter, the
volatility. After analising some models during the research, it was developped
the Entropy Model, that was tested by comparing the obtained volatility curve
with the volatility observed in Bovspa Index, reaching a fair relation between

there two



CONTEUDO

Com o intuito de orientar a leitura deste trabalho, o contelido dos
capitulos que compde é apresentado abaixo:

Capitulo 1 - Introducao

Este capitulo apresenta, inicialmente, uma introducao histérica ao
mercado de derivativos, e uma breve descricdo do mercado brasileiro e seus
participantes. E discutida ainda, a necessidade do Banco JP Morgan de possuir
um modelo que encontre a curva de volatilidade de ativos sem liquidez, e uma
breve explicagdo sobre este objetivo. A metodologia e as atividades sao
também tratadas neste trecho.

Capitulo 2 — Opgoes

A explanacao das caracteristicas de uma opgéao , bem como os fatores
que influenciam seus precos, constituem a introdugcéo do capitulo, que aborda
ainda a precificagdo das opgodes, sendo apresentado o modelo de Black&Sholes
e a analise dos seus pressupostos. Por fim sao feitas criticas ao modelo, quanto
ao pressuposto da lognormalidade, que gera o grafico de volatilidade constante,
n&o condizendo com a realidade.

Capitulo 3 — A volatilidade

A volatilidade por se tratar de um ponto crucial deste trabalho, merece
atencdo especial neste capitulo, que apresenta e explica os tipos existentes,
método de estimac&o e os tipos de curvas de volatilidades. E mostrado também
como 0s negociadores conseguem combinado o ativo objeto e as opgoes,
comprar e vender volatilidade.



Capitulo 4 — A Escolha de um modelo para encontrar a curva de

volatilidade

Apés apresentado o problema do modelo de Black&Sholes no capitulo 2,
e explicar quais sdo os tipos de volatilidades, como ela é negociada e seus
tipos de curva, conceitos basicos para entender o problema, neste capitulo sera
mostrado alguns modelos paramétricos e nao paramétricos para a obtencao da
curva de volatilidade, usando o critério de decisao utilizado por Oliveira,2000 ,

para decidir sobre 0 modelo a ser construido.

Capitulo 5 - Argumentacao Tedrica, Explicacdo, e Construcdo do Modelo

de Maxima Entropia

Neste capitulo € mostrado o conceito da teoria da informagéo, no qual o
modelo € baseado, o desenvolvimento matematico e apresentagdo de suas
equacoes sao também apresentados para por fim mostrar a sua construgdo em

planilha eletrénica.
Capitulo 6 — Apresentacéao dos Resultados.

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos pelo modelo
construido no capitulo 5, comparando a curva de volatilidade do indice Bovespa
determinada pelo modelo e a observada no mercado.

Capitulo 7 — Conclusao

Por fim é apresentada a conclusao, analisando a viabilidade de utilizagéo
do modelo para determinar curvas de volatilidade de a¢gdes que ndo possuem
opcdes sendo negociadas. E também apresentado sugestdes para andlises
futuras e validagao do trabalho na empresa.
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Capitulo 1 Introducao

1. Introducao

1.1 O Mercado de Derivativos

As primeiras op¢des de acdes foram negociadas na bolsa em 1973 e
desde entdo cresceram significativamente sendo atualmente negociadas em
todo o mundo. Os ativos objetos dos contratos de opcdes incluem acoes,
indices de acbes, moedas, instrumentos de divida, commodities e contratos
futuros. Este trabalho tera enfoque nas opcdes de acdes, negociadas no

mercado brasileiro.

Existem varios tipos de negociadores de opcdes, dentre eles
merecem destaque: os Hedgers, os especuladores, os arbitradores e 0s

negociadores de volatilidade.

Os mercados futuros foram criados originalmente para atender as
necessidades dos Hedgers. Os produtores tinham o interesse em garantir
um preco de venda para a sua producao e os comerciantes o interesse em
estabelecer um preco de compra para obter tais produtos. Os contratos
futuros, entdo, permitiam que ambas as partes atingissem o seu objetivo. O
Hedger é basicamente o negociador de opgdes ou futuros que se utiliza
deste instrumento para proteger seu investimento ou suas posicoes. No
mercado de renda variavel brasileiro os principais Hedgers sdo os Fundos
de Pensdo, que possuem suas posicoes em acgao, e alguns Assets
Managements (administradores de recursos de terceiros), os quais possuem

metas indexadas ao indice Bovespa'.

Os Especuladores, diferentemente dos Hedgers, tém interesse em
manter-se expostos as movimentagdes do preco do ativo objeto, assim
sendo, apostam na alta ou na queda dos precos. No mercado de op¢ao de
renda variavel brasileiro os principais especuladores sao as pessoas fisicas,
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que se utilizam dessas opgdes para obter ganhos rapidos e limitar suas

perdas.

Os Arbitradores formam o terceiro grupo significativo de participantes
dos mercados futuros e de opcdes. A arbitragem consite na obtencédo de
lucro sem risco, realizando transagbes simultdneas em dois ou mais
mercados. No Brasil, as principais arbitragens ocorrem entre acoes
negociadas na Bovespa e as mesmas acdes negociadas em forma de ADR
(American Depositary Receipt) na NYSE (New York Stock Exchange). Os
ADRs séao recibos das acbes negociadas na Bovespa, ou seja, 0 mesmo

ativo, porém negociados em ddlar.

Por ultimo, existem os negociadores de volatilidade. Esses utilizam-se
da combinagcdo da compra e venda de op¢des com a compra e venda do
ativo objeto resultando na negociacao da volatilidade do ativo. A volatilidade
€ o principal parametro de uma opcao, ela é a medida da incerteza dos
retornos do ativo, sendo definida como o desvio padrdo dos retornos da
acdo. Atualmente no mercado brasileiro as principais opgdes nas quais
negocia-se a volatilidade sao as opcoes de Tele Norte Leste s.a. (Telemar) e
as opcdes sobre o indice Bovespa.

O desvio padrao de uma distribuicdo lognormal de precos é definida
como a sua volatilidade. No capitulo 3 sera demonstrado como, a partir da
combinacdo da compra da opcdo e da venda do ativo objeto (no caso da
opcao de compra), consegue-se negociar a volatilidade. Um negociador de
volatilidade identificando que a opcao de um determinado ativo para 30 dias
esta sendo negociada, por exemplo, com uma volatilidade de 20% e espera
que este ativo seja mais volatil neste periodo, podera comprar volatilidade,
usando as opgdes e o ativo objeto. Este negociador tera lucro na operacao
caso o ativo seja realmente mais volatil durante o periodo da existéncia da

opcgao.

" Indice de agdes que representa as 57 acdes mais liquidas do mercado brasileiro
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No decorrer deste trabalho sera demonstrado que, para cada preco
de exercicio de uma opcao, existe uma volatiidade diferente sendo
negociada. Este fenbmeno é responsavel pela formagdo de uma curva
assimétrica de volatilidade dos ativos. Curva esta facilmente observada no
Brasil nas opgdes de indice Bovespa e Telemar, que sdo opgdes de maior
liquidez (facilidade de comprar e vender o ativo) e também nos Estados
Unidos ,nas opgdes de indices como o S&P 500? e o Nasdag®.

1.2 Necessidades do Banco JP Morgan Brasil

Como a grande maioria das instituicbes financeiras, o Banco JP
Morgan possui um departamento responsavel pela administracdo do seu
capital no mercado financeiro. Este departamento é dividido em duas areas:
a area de renda fixa, responsavel pela administragao dos recursos em taxas
de juros e moedas; e a area de renda variavel, responsavel pela

administracdo dos recursos em acao, indices de acao e seus derivativos.

O departamento de renda varidvel denominado Equity Derivatives
Group (EDG) além de tomar as decisGes relativas ao capital administrado
pelo banco, também é responsavel por estabelecer precos de operacdes
solicitadas pelos clientes.

O enfoque principal da area de EDG sao operacdes de volatilidade
utilizando opgoes. Esta area é também denominada de “market maker’ das
opcbes de renda variavel por ter a responsabilidade de precificar opcoes

solicitadas por clientes ou por outras instituigdes financeiras.

? Indice que representa as a¢des das 500 empresas de maior valor de mercado nos Estados Unidos.
3 Indice que representa as acdes das 100 maiores e mais liquidas empresas de tecnologia no mundo
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No entanto, no mercado brasileiro encontramos o problema da
existéncia de poucos ativos com opcoes liquidas sendo negociados, 0 que
torna dificil a precificacao de determinadas opcdes requisitadas por clientes.

Este problema é agravado principalmente para as opgdées com preco
de exercicio mais baixo ou mais alto que o preco atual do ativo, ja que a sua
curva de volatilidade ndo é conhecida. Foi verificado que nesses casos, €
utilizada a curva de volatilidade do indice Bovespa, ou de outra acéo similar,
adequando-a ao risco que os negociadores estdao dispostos ter. Entretanto,
sem a utilizacao de qualguer modelo que chegue a conclusao de qual seria a

curva de volatilidade do ativo baseado em seus pregos histéricos.

Em entrevista aberta com os negociadores foi-se entdo constatado
que a criacao de um modelo computacionalmente viavel e de facil utilizacao,
além de aumentar a rapidez na obtencao dos resultados, seria bastante util

para atender as necessidades da area de EDG.

1.3 Objetivo do trabalho: A curva de volatilidade

Diferentemente das mesas de opcdes de moedas, ou de juros, as
mesas de opcdes de renda variavel possuem diversos ativos com
volatilidade distintas sendo negociados. Muitos desses ativos, como dito
anteriormente, ndo possuem opg¢des com liquidez , gerando dificuldade para
serem precificados.

Além de diversos ativos, os negociadores de volatilidade encontram
varios precos de exercicios e diferentes vencimentos, e devem ser capazes
de avaliar se a volatilidade de um certo pregco de exercicio esta mais alta ou
mais baixa com relagdo a a sua volatilidade histérica. Por exemplo, um ativo
objeto com preco de $100,00 que possui a volatiidade do seu preco de

exercicio de $100,00 negociada a 30% e uma opg¢ao de venda com preco de
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exercicio de $80,00 negociada a 32% de volatilidade. Pergunta-se: A
volatilidade do preco de exercicio $80 é alta ou baixa? Se o prego do ativo
cair 20% e passar a ser negociada a $80,00 a volatilidade deste ativo sera
32%7?

A proposta deste trabalho é apresentar uma curva assimétrica,
baseada nos dados historicos dos ativos, capaz de descrever o
comportamento da volatilidade ajudando a determinar qual a volatilidade

para cada preco de exercicio.

Varias sao as explicagdes atribuidas pela literatura para a existéncia
da assimetria na curva de volatilidade de um ativo. No caso de uma acéo,
por exemplo, pode-se dizer que a ocorréncia de uma volatilidade maior
quando o preco da acdo diminui € dado pelo aumento do grau de

alavancagem da empresa, que tem seu risco aumentado.

Uma outra razao para a existéncia da assimetria da curva é explicada
pelo temor dos negociadores de volatilidade em haver o “crash” de uma
empresa ou do mercado, semelhante ao vivido em 1987 pela bolsa de Nova
lorque. Em 19 de outubro de 1987 a Bolsa de Valores de Nova lorque
“‘quebrou”, registrando uma queda brutal de 12,5% que zerou quase todos os
ativos dos acionistas. Naquele dia, o indice Industrial Dow Jones* caiu 508
pontos, ou 22,6%, ou seja, uma queda duas vezes maior que a registrada
em outubro de 1929. Esta queda resultou do panico de milhdes de
investidores em todo o0 mundo, que depois desta crise passaram a valorizar
mais as as opgdes com preco de exercicio mais baixo em detrimento das

opcdes com preco de exercicio mais alto.

Este efeito pode ser verificado com base nas figuras 1 e 2. Na
figural observa-se como era negociada a volatilidade do indice S&P 500,
antes da crise de 1987. Praticamente todos os precos de exercicio eram

* indice que representa as 30 maiores empresas dos Estados Unidos da América



Capitulo 1 Introducao

negociados com a mesma volatilidade. Na figura 2 observa-se como passou

a ser negociada a volatilidade apés a crise.

Curva Volatilidade S&P 500 Antes de 1987

20,00%
19,00% -

18,00% | /\/\/\/\/_/\

17,00% -

Volatilidade

16,00% A

15,00% -

14,00% —/—m 77— 7+—m—m— '+ —m— T —r— 7
0,940 0,960 0,980 1,000 1,020 1,040 1,060

Preco de exercicio / Indice

Figura 1 — Grafico da volatilidade do S&P 500 antes de 1987- fonte Zou J.Z., 2000 —
elaborado pelo autor.

Curva de Volatilidade S&P 500 Apos 1987
20,00%
19,00% -
2 18,00% -
]
= 17,00% -
s
L 16,00% -
15,00% -
14,000 +—®™#—"—"7""+"7m—"+7-"-+—"74—"7"—""7—"7—"7 "7 "7 "7 7
0,940 0,960 0,980 1,000 1,020 1,040 1,060
Preco de exercicio / Indice

Figura 2 — Gréfico da volatilidade do S&P 500 apoés 1987 — Zou J.Z., 2000 —
elaborado pelo autor.

Pode-se observar uma nitida mudanga na curva de volatilidade, onde
0S negociadores apds a crise crise passaram a cobrar uma volatilidade mais
alta pelas opcdes com preco de exercicio mais baixo, devido a um aumento
da volatilidade do indice S&P 500 durante a crise causada pelas quedas

bruscas do mercado.
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Baseado neste problema, neste trabalho serda criado um modelo,
baseado nos pregos histéricos, que encontrard a curva assimétrica de
volatilidade do ativo e este sera testado, comparando com a volatilidade
negociada de ativos mais liquidos, no Brasil, no caso opgdes sobre o indice
Bovespa.

1.4 Metodologia

O primeiro passo para o desenvolvimento do projeto é a identificagéo
das necessidades, definicdo dos objetivos, e o escopo do trabalho.

Para se desenvolver um modelo viavel capaz de encontrar a curva de
volatilidade das opc¢des, deve-se primeiro compreender o funcionamento do
mercado de opg¢des, suas limitacbes locais, bem como a precificacdo de
opcao utilizando os modelos usuais (no nosso caso o modelo de
Black&Schoels) e os problemas neles existentes. Além disso, € necessério
compreender como 0s negociadores operam a volatilidade combinando as
opcdes, o ativo objeto e os riscos inerentes nessas operagdes. E necessario
também entender como é calculada a volatilidade histérica, o que ela
significa e quais sdo os demais tipos de volatilidade existentes.

Ap6és esta etapa de fundamentacéao teérica, mister se faz a proposicao
de uma solucdo ao problema, que como supramencionado, consite na
construcdo de modelo que encontre a curva assimétrica de volatilidade de
uma agao baseada em seus precos histéricos. Para isso deve-se pesquisar
quais sao as teorias ja existentes (paramétricas e ndo paramétricas) e
identificar qual melhor se adapta ao problema existente, explicando os
conceitos utilizados, para mais tarde construi-lo em planilhas eletrénicas, de

forma a modelar matematicamente o problema.
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A construgdo das planilhas eletrénicas deve ser feita de forma a
atender as necessidades dos negociadores, sendo de facil utilizacdo e
dando énfase as varidveis a serem inseridas de forma a diminuir a
possibilidade de erro do usudrio. Além disso, 0 modelo tem de ser capaz de
trazer os resultados de forma rapida e eficaz possibilitando ao negociador
utilizar esses dados para precificar a operacao solicitada pelo cliente.

Com o dominio dos conceitos e a construcédo das planilhas, é possivel
a efetuacdo dos testes convenientes de modo a verificar a aplicagdo da
metodologia. Bem como tirar conclusées sobre o modelo comparando a
curva de volatilidade obtida de um ativo liquido, no nosso caso o indice

Bovespa, com a curva presente no mercado.

Por fim, devemos encontrar um método eficientemente capaz de

identificar erros existentes no modelo e mensura-los convenientemente.

1.5 Atividades

Sabendo da metodologia que sera utilizada para o desenvolvimento
do trabalho, podemos, agora, elencar as atividades que deverdo ser

executadas para o sucesso do projeto.

e Pesquisas Bibliograficas, que devem abranger as vastas colecoes
de livros e trabalhos da Escola Politécnica, Faculdade de
Economia e Administracdo da USP, Banco JP Morgan,
publicacdes sobre o tema, bem como sites de Internet que
disponibilizam informagdes relevantes e confiaveis;

e Compilacdo das informagdes obtidas na pesquisa bibliografica;
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Estruturacao do trabalho;

Definicdo das metodologias a serem propostas no projeto, o que
deve ser feito mediante associacdo dos conhecimentos adquiridos
durante a pesquisa bibliografica e durante o estagio
supervisionado, com entrevistas com 0s operadores e demais
participantes do mercado, que podem ser beneficiados com este
trabalho;

Definicdo de qual o melhor modelo teérico a se modelar;
Construcao das planilhas;

Construcao de algumas fungcbdes usualmente chamadas “macro”,
que possam facilitar o usuario na utilizagdo do modelo;

Obtencdo das séries de dados que serdo as “entradas” das
planilhas de teste do modelo, atentando-se sempre para a
procedéncia dos dados e a sua conseqlente confiabilidade;

Teste das séries de dados no modelo, verificando a velocidade de
obtencao das respostas;

Coleta de resultados;

Coleta dos dados atuais de mercado;

Construcao de graficos e tabelas, comparando os dados obtidos e
0s de mercado;

Teste dos dados obtidos pelo modelo para avaliagao;
Desenvolvimento das conclusdes acerca da metodologia e dos
testes desenvolvidos;

Entrevista com o0s negociadores para obter opinides sobre o
modelo e assim poder propor melhorias futuras, que possam
corrigir pequenas falhas e aumentar a eficiéncia da metodologia

proposta, elevando sua confiabilidade e preciséo.
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2. Opcoes

O principal objetivo deste Capitulo é descrever as caracteristicas
operacionais e finalidade do uso das opcoes.

Inicialmente sera apresentado o conceito de opg¢des, o seu retorno e
quais sao as variaveis que impactam sua precificacdo. A seguir, sera
apresentado o modelo de Black&Scholes e seus principais pressupostos,
onde sera discutido o principio da lognormalidade da distribuicao e as
contestacoes a este principio.

2.1 Introducao

Ha dois tipos basicos de opgdes. A opgcdo de compra proporciona a
seu detentor, o direito de comprar o ativo objeto em certa data, por
determinado preco. Uma opcdo de venda proporciona ao seu titular, o direito
de vender o ativo objeto, em certa data por um determinado preco. O preco
acordado do contrato € conhecido como preco de exercicio e a sua data
como data de vencimento. As opgbes americanas podem ser exercidas a
qualquer tempo até o seu vencimento. As opgbes européias podem ser

exercidas somente na sua data de vencimento.

Deve-se enfatizar que uma opc¢ao da ao seu titular o direito de fazer
algo, mas sem obriga-lo a fazé-lo. Esta é uma das caracteristicas que
distinguem uma opc¢ao de um contrato futuro ou de um contrato a termo, pois

nestes casos o detentor é obrigado a comprar ou vender o ativo objeto.

Uma outra caracteristica que distingue as opc¢des do contrato futuro e

a termo é que neste ndo existe um custo para a realizacao do contrato,
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enquanto que para as opgcdes ha o pagamento de um prémio, preco pelo
qual o comprador da opcao pagara para ter o direito de comprar, ou vender
a acao em determinada data por um determinado prego de exercicio.

No Brasil existem dois tipos de opcdes de acdes: as opgdes de acdes
listadas e as opcdes de acodes flexiveis. As opcoes de acgdes listadas sdo
negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo (Bovespa) e possuem prazo
de vencimento mensal, definido como a segunda-feira mais préxima do dia
15 do més. As opgdes sobre o Iindice Bovespa possuem prazo de
vencimento bimestral (meses pares) definido como a quarta-feira mais
préxima do dia 15. Os precos de exercicios sao também definidos pela
Bovespa. As opgodes flexiveis sdo negociadas na Bolsa de Mercadoria e
Futuros (BM&F) e sao também chamadas de op¢des de balcéo, elas podem
ter qualquer preco de exercicio e vencer em qualquer data definida pelas

duas partes envolvidas.

As opcoes listadas mais liquidas sdo as opg¢des de compra de
Telemar, agdo que representa atualmente 15% do peso do indice Bovespa,
sendo que os vencimentos mais liquidos sdo os dois meses mais proximos e
0s quatro precos de exercicios mais préximos do preco da acao. As opgdes
de compra de Telemar sdo consideradas as opg¢des mais liquidas da
América Latina. A segunda opc¢ao mais liquida sao as opcdes de compra da
empresa Petroleo Brasileiro s.a. (Petrobras). No Brasil, opcdes de venda de
acdes tem sua liquidez muito baixa, quase nao sendo negociadas.

Na Figura 3, a seguir, pode-se observar o retorno do detentor de uma

opcgao.

11
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Comprado em uma Opcédao de Compra

85 A

65

45 A

Lucro&Prejuizo R$

(15)

Valor do Ativo

Figura 3 — Gréfico do retorno de uma opgao de compra — elaborado pelo autor

No exemplo acima observa-se a compra de uma opgao de compra de
acao com prémio de $10,00. O preco da acdo no momento é de $105,00, e 0
seu preco de exercicio é de $100,00. Neste caso o detentor da opgéo tem o
direito, mas nao o dever de comprar a agao por $100. A figura 3 traduz o
comportamento do lucro do detentor da opgdo. O comprador perde os
$10,00 investidos se o preco da acao estiver abaixo dos $100, e comeca a
ganhar quando a agéo estiver acima do preco de exercicio, somado com o
prémio pago pela opgédo. No caso, o detentor da opgdo comeca a obter lucro
qguando a acao estiver com o preco acima de $110,00.

12
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Comprado em uma Opcéo de Venda

55 4
45 4
35 4

25

15 A

Lucro&Prejuizo R$

(5)

(15)

Valor do Atvio

Figura 4- Grafico do retorno de uma posi¢cdo comprada em uma opgao de venda-
elaborado pelo autor.

Neste outro exemplo acima o investidor esta comprado em uma
opcao de venda com preco de exercicio de $110,00. O ativo vale no atual
momento $105,00 e o prémio pago pela opgao de venda é de $10,00. Pode-
se verificar que o detentor da opgédo de venda tem sua perda limitada ao

prémio pago iniciando seu ganho quando a acao estiver abaixo de $100,00.

Vendido em uma Opcao de Compra

5 | | \

(5) 54 70 90 11 130 150 170 190

(35)

Lucro&Prejuizo R$
~
N
‘

(45)

(55)

(65)

Valordo Atvio

Figura 5- grafico de uma posicao vendida em uma opgao de compra - elaborado
pelo autor.
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Na figura 5 tem-se o exemplo de um investidor que vendeu uma
opcao de compra, o preco de exercicio é de $100,00 e o prémio recebido
pela venda da opcédo de $10,00. Caso ativo esteja abaixo do preco de
exercicio no seu vencimento, o vendedor da op¢cado ganhara o prémio, caso
contrario ele comecara a perder quando o preco alcancar $110,00, que é o
preco de exercicio mais o prémio pago. Diferentemente da opcao

comprada, o vendedor tem sua perda ilimitada.

Vendido em uma Opcéao de Venda

10 -

yd

50 70 90 110 130 150 170 190
(10) §

(20) 1

(30)

(40) 1

(50) 1

Lucro&Prejuizo R$

(60) +

(70)

(80) -

Valor do Ativo

Figura 6- Grafico de uma posi¢ao vendida em uma opc¢éo de venda- elaborado pelo
autor.

Por fim a figura 6, traz o retorno do investidor que vendeu em uma
opcao de venda de preco de exercicio $110,00. O investidor s6 obtera lucro
se 0 preco do ativo estiver acima do preco de exercicio menos o prémio
recebido pela venda da opcéo, no caso $10,00.

Outro conceito importante a ser introduzido é a nomenclatura utilizada
nas opc¢des dependendo do seu preco de exercicio. A opgao considerada “At
the Money’ (ATM) é a opcéao cujo preco de exercicio é igual ao preco do
ativo objeto. A opcao denominada “in the money” (ITM) é aquela cujo o

preco esta abaixo do seu preco de exercicio, no caso da opgcao de compra e,
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acima do seu preco de exercicio no caso da opcao de venda. A opcao “out
of the money” (OTM) tem seu preco de exercicio acima do preco do ativo
objeto no caso da opcédo de compra e abaixo do ativo objeto no caso da

opcéao de venda.

O negociador de volatilidade nao tem somente a dire¢do do mercado
como variavel, mas também a velocidade na qual ele se move. Por exemplo,
um negociador de futuros compra contratos futuros e um negociador de
opcdes compra contratos de opg¢des de compra, ambos com a expectativa
de que o mercado suba. Caso este fato se concretize o detentor do contrato
futuro com certeza obtera lucro enquanto o detentor da opcao podera ter
prejuizo, dependendo da velocidade na qual o mercado sobe e de outras

variaveis existentes que compde o preco das opgoes, a seguir apresentadas.

O conceito de velocidade é vital para negociar opcdes. Muitas
estratégias dependem diretamente da velocidade na qual o mercado se

movera e ndo na direcao que ele ira tomar.

2.1 Fatores que afetam o preco das opcoes

Para calcular o pregco tedrico de uma opgcdo deve-se levar em
consideracao as seis caracteristicas de uma opcéao e de seu ativo objeto:

e preco corrente da acao;

e preco de exercicio;

e tempo para o vencimento;

e volatilidade do preco da acao;
e ataxa de juros livre de risco;

e os dividendos esperados durante a vida da opgéo.

15
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2.2.1 Preco da acao e o preco de exercicio.

O preco de exercicio € o preco pelo qual o portador de uma opcéao de
venda (ou de compra), tera o direito de vender (ou comprar) o ativo objeto.
Se exercida em algum momento no futuro, uma opcéo de compra tera como
valor o quanto o preco do ativo exceder o preco de exercicio da opgao, é o
chamado valor intrinseco da opcdo. Uma opgao de venda tera como valor
intrinseco, exatamente o contrario, 0 quanto o preco de exercicio exceder ao
preco do ativo no mercado. Desta forma, uma opcao de compra se tornara
mais valiosa quanto maior o preco do ativo, e menor o preco de exercicio.
Analogamente, uma op¢ao de venda se tornara menos valiosa quanto maior

o preco do ativo a que ela se refere, e menor o preco de exercicio.

2.2.2 O tempo até o vencimento.

As Opcdes Americanas, indiferentes de ser uma op¢ao de compra ou
venda, sempre aumentam de valor quando o tempo até o vencimento
aumenta. Isso ocorre porque o portador de uma opc¢ao longa tem maiores

oportunidades de exercicio do que o possuidor de uma op¢ao mais curta.

2.2.3 Volatilidade.

A volatilidade do ativo pode ser definida como a medida de quao
incerto esta 0 mercado a respeito do movimento futuro dos precos deste
ativo. Com o aumento da volatilidade, a probabilidade do ativo apresentar
um resultado muito bom ou muito ruim aumenta, ou seja, o0 risco da acao
aumenta. Para os detentores de opcdo, no entanto, sejam elas de compra
ou de venda, aumenta a possibilidade de um resultado excepcional e, por
terem perdas limitadas (o prémio pago pela opcgado), o aumento da
volatilidade aumenta o preco da opc¢do. Assim, tanto o valor das opcdes de
compra quanto o valor das opgdes de venda aumentam com o aumento da

volatilidade.
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2.2.4 A taxa de juros.

A taxa de juros afeta o preco das opcdes de uma maneira menos
intuitiva que os demais citados anteriormente. Quando a taxa de juros sobe,
a taxa de crescimento esperada dos precos dos ativos também tende a
aumentar, no entanto, o valor presente de qualquer fluxo de caixa recebido
pelo detentor do ativo diminui. Estes dois efeitos diminuem o valor de uma
op¢ao de venda, ou seja, 0 aumento da taxa de juros reduz o preco de
opcodes de venda. No caso das opgdes de compra, o efeito do aumento da
taxa esperada de crescimento tende a aumentar o preco da mesma,
enquanto o valor presente do fluxo de caixa tende a desvalorizar a opgéo. O
primeiro efeito sempre domina o segundo no caso das opcdes de compra e

dessa forma seu preco sempre aumenta com a elevacao dos juros

2.2.5 Dividendos

A distribuicdo de dividendos causa uma diminui¢cdo no preco do ativo
ex-dividendo, diminuindo o preco da opcdo de compra e aumentando o

preco da opcao de venda.

A tabela 1 mostra um resumo dos efeitos sobre o prémio de uma

opcao em funcéao do fatores que afetam seus precos.
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Tabelal — Efeito no preco de uma opg¢ao no aumento de uma variavel e mantendo as outras

constantes—Fonte Hull J,1993, elaborado pelo autor.

Resumo dos efeitos sobre o prémio de uma opcao

Variavel Opcao de |Opcao de |Opcao de | Opcao de
compra venda compra venda
européia européia americana Americana

Preco da acao + - + -

Preco de|. + - +

exercicio

Tempo até + + + +

vencimento

Volatilidade | + + +

Taxa de juros + - + -

Dividendos - + - +

2.3 Conceito de expectativa de retorno

Seja X uma varidvel aleatéria discreta, com valores possiveis Xi,... ,Xn

Seja p(x) = P(X= xj), i=1,2,...n. Entdo o valor esperado de X, ou esperanca

matematica de X, denotado por E(X) é definido como:

E(X) =Y x,p(x)

Este numero é também denominado de valor médio de X, ou

expectancia de X. Se um dado equilibrado for jogado e a variavel aleatéria X

designar o niumero de pontos obtidos, entdao E(X) = (1/6) ( 1+2+3++4+5+6) =

3,5. Nitidamente E(X) ndo € o valor esperado se o dado for jogado uma
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Unica vez, nem mesmo é um valor possivel, mas se o dado jogado

aleatoriamente diversas vezes a média dos pontos obtidos é 3,5.

2.4 A precificacao das opcoes

Como utilizar o conceito de expectativa de retorno para o célculo das
opcoes? O que é preciso para calcular a expectativa de retorno de uma
opcao?

Supondo um ativo negociado a $100,00 e este podendo somente
assumir cinco diferentes valores no futuro: $80, $90, $100, $110 ou $120. E
assumido ainda que cada um dos cinco precos tem a mesma probabilidade
de 20% de ocorréncia. Baseado no conceito de expectativa de retorno, qual
€ o valor esperado de um investidor que possui uma posicdo comprada

neste ativo?

Sabendo-se que se o preco do ativo for de $80 perde-se $20, se for
$90, perde-se $10, se for $100, ndo ha ganho e assim sucessivamente e
como todos os cinco precos tem a mesma probabilidade de ocorréncia, a
expectativa de retorno é:

- (20%x$20) — (20% X $10) + (20%x0) + (20%x $10) + (20% X $20) = 0

Como os lucros e prejuizos sao iguais, a expectativa de retorno para

uma posi¢ao comprada ou vendida no ativo é zero.

Agora, suponha-se uma posi¢cdo comprada em uma opc¢ao de compra
com preco de exercicio $100 e os cinco mesmos diferentes valores
possiveis e probabilidades do exemplo anterior. A expectativa de retorno da
opcao de compra sera:
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(20% x 0) + (20% X 0) + (20% X 0) + (20% x 10) + (20% x 20) = $6

A opgédo de compra nunca podera valer menos que 0, portanto a
expectativa de retorno de uma opg¢éao de compra € sempre um numero nao

negativo, sendo de $6 no caso acima explanado.

Os exemplos acima trazem apenas situagao simplificada para facilitar
o entendimento do conceito da expectativa de retorno na precificacdo das
opcoes, entretanto, para a obtecdo de um preco mais préximo do real deve-

se levar em consideracao varios outros fatores.

Primeiramente deve-se saber o vencimento da opc¢édo e a taxa de
juros livre de risco do mercado. No Brasil e em grande parte dos outros
mercados, quando compra-se uma opg¢ao seja ela de compra ou de venda, o
caixa referente ao valor de compra é pago no dia seguinte para o vendedor,
e este capital deixa de ser remunerado pela taxa de juros livre de risco.
Desta forma, deduze-se do valor esperado de uma opg¢édo de compra, no
caso do exemplo acima de $6, o custo do seu capital. Supondo a taxa de
juros livre de risco de 12%a.a (1%a.m) e que o vencimento da opcéo seja de
2 meses, neste caso o custo do capital utilizado na compra da opcéao é de
2% x $6 = $0,12, ou seja, o valor teérico da opcéo é de $5,88.

Como sera demonstrado adiante, o modelo de precificacdo de
Black&Sholes tem como principio a suposicao de que o pre¢o da acao ira
subir ao menos a taxa de juros livre de risco do periodo, portanto as
probabilidades iguais de 20% para cada prec¢o utilizadas no exemplo acima

nao terdo valor para este modelo.
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2.5 Precificacao de opcoes.

A precificagao de opcdes € uma tarefa bastante complexa, visto que
grande parte das informacdes necessarias para a execugao desta tarefa sao
probabilisticas e de dificil obtencdo, principalmente no Brasil onde o
mercado de opcbes nao € sufucientemente desenvolvido. Além disso,
existem varias peculiaridades que dificultam a precificagdo das opcgoes,
dentre elas pode-se citar a falta de liquidez dos ativos, taxas de juros
bastante elevadas e volateis, volatilidade histérica distorcida por varios

planos econdmicos, inflacdo e mudancas cambiais entre outras.

E fundamental para o cotidiano do mercado financeiro atual uma
precificacao rapida, pois as instituicdes financeiras, como dito anteriormente,
utilizam este instrumento ou para protecdo de suas posicdes (hedge), ou
para ganhos especulativos seja negociando a volatilidade, seja negociando
as opcoes puramente para obter ganhos alavancados. Desta maneira a
precificacdo deste produto financeiro é conditio sine quanon para que tais
operacdes sejam bem sucedidas.

Varios modelos foram desenvolvidos com o intuito de estimar o “preco
justo” para o derivativo. Para tanto, associa-se uma série de informacoes
referentes ao ativo objeto, tendo como ponto comum a volatilidade dos
retornos, que serd abordado mais adiante por ser um dos pontos chave de

um modelo de precificacdo, bem como de todo o mercado de op¢des.

2.6 Modelo de Black&Scholes

O modelo mais utilizado atualmente pelas mesas de derivativos, é o
modelo de Black&Scholes pela sua praticidade e rapidez nas respostas.

Neste item sera apresentado o seu desenvolvimento mostrando suas
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equacbes e discutido uma das suas principais falhas ao assumir a
distribuicdo de probabilidades dos retornos do ativo uma normal. Este
pressuposto do modelo assume que a volatilidade do ativo é a mesma para
qualquer precgo de exercicio, sendo o grafico de volatilidade das opcdes para

diferentes precos de exercicio uma constante.

Em 1973 com a abertura da Chicago Board Options Exchange,
Fischer Black e Myron Sholes introduziram o primeiro modelo para a
precificacdo de opgdes. O modelo de Black&Scholes, € hoje a ferramenta
mais utilizada pelos negociadores no mercado de opgdes americano.
Embora muitos outros modelos com principios diferentes, tenham sido
desenvolvidos depois, o Black&Scholes é hoje ainda o mais utilizado. Trata-
se de um modelo baseado em uma equacéao diferencial, a qual relaciona os
fatores que influenciam o seu preco, ou seja, seus riscos, de forma a

determinar a variacdo desses fatores frente as variacées das demais.

Neste item 0 modelo sera exposto, dando maior énfase na explicacao
dos seus pressupostos, principalmente no da lognormalidade da distribuicdo
de probabilidades do ativo objeto, pressuposto o qual o modelo a ser

desenvolvido contestara.

2.6.1 Principios do modelo de Black&Scholes.

Para se derivar a férmula de precificacdo de opgdes, 0 modelo

parte das seguintes hipéteses:

e O comportamento do preco de uma acao corresponde a um
modelo lognormal, com média pu (retorno esperado ao ano
de uma acéo, o seja, a taxa de juros livre de risco), € ¢
(estimativa do desvio padrao — volatilidade) constante;

e (Custos operacionais e impostos sao inexistentes. Todos os
titulos sao perfeitamente divisiveis;
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e O Ativo nao gerara dividendos durante a vida da opcao;

¢ Na&o héa probabilidade de arbitragem sem risco;

e A negociagédo com titulos € continua;

e Os investidores podem tomar emprestado ou emprestar a
mesma taxa de juros livre de risco;

e A taxa de juros livre de risco de curto prazo € constante;

2.6.2 Principio da distribuicao lognormal

A equacao de Black&Scholes nada mais € do que uma equacéao de
valor esperado. Para se encontrar o valor esperado de um determinado fluxo
de caixa, é necessario conhecer seus retornos e a sua distribuicao de
probabilidades. Para encontrar a equacdo de Black&Scholes, deve-se

encontrar, portanto, quais os retornos e as suas probabilidades nas opc¢oes.

A suposicdo que fundamenta o modelo de Black&Sholes, € que os
precos seguem um movimento aleatério, sendo assim as mudancas
proporcionais no pre¢co da agdo, ou seja, 0 seu retorno, segue uma
distribuicdo normal. Isto implica que o preco da acédo, em qualquer momento
no futuro tem uma distribuicao lognormal, como sera mostrado no decorrer

do capitulo.

Os modelos de comportamento dos precos das agdes sao expressos
em termos do que é conhecido por processos de Wiener. O comportamento
de uma variavel, z, que acompanha o processo de Wiener, pode ser
compreendida pela mudanca do seu valor em pequenos intervalos de tempo.
Considerando um pequeno intervalo de tempo, de extensdo At, e definindo
Az como a mudanca de z durante At. Ha duas propriedades basicas que Az

deve satisfazer para que z seja um processo de Wiener:

e Propriedade 1: Az relaciona-se a At pela equacgéao:
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Az = At @1

€ € a variavel aleat6ria normal padronizada ( isto é, uma distribuicéo
normal com média zero e desvio padrao 1);
e Propriedade 2 : Os valores de Az, para quaisquer dois pequenos

intervalos de tempo At distintos, sdo independentes.
A partir da propriedade 1, Az possui uma distribuicdo normal com:

Média Az=0
Desvio Padrdo Az = VAt

Variancia Az = At

O processo de Wiener anterior, possui uma taxa de desvio zero e taxa
de variancia de 1,0. A taxa de desvio significa que o valor esperado de z, a
qualquer tempo futuro, é igual a seu valor atual. Entende-se por taxa de
variancia 1,0 como sendo a variancia da mudanca em z, num intervalo de
tempo de extensao T. A forma continua do processo generalizado de Wiener

para uma variavel x pode ser definido como:

dx = adt + bdz (2.2)

Onde a e b sédo constantes.
Os dois parametros que descrevem o comportamento do preco de

uma acao quando se é suposta a distribuicao lognormal, sao:

e Retorno esperado da agao

e A volatilidade do preco da acao

O retorno esperado da acdo é a taxa de juros livre de risco do
mercado, pois o capital utilizado para a compra da acdo deixa de ser
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remunerado. O investidor somente abrird mao da remuneracgao livre de risco
para comprar uma ac¢ao caso a expectativa do retorno desta acédo seja ao

menos a taxa de juros livre de risco.

A suposicao de que a taxa de desvio esperada seja constante ndo é
apropriada e deve ser substituida pelo pressuposto de que o desvio
esperado, expresso como uma proporcao do preco da acao, seja constante.
Isto significa que, sendo Sy 0 preco atual da acado, a taxa de desvio esperada
de S é uSy, para um parametro constante . Assim num pequeno intervalo

de tempo, At, 0 aumento esperado de S é UuSyAL.

Supondo a taxa de variancia do preco da agao zero, esse modelo
implica que:

dS = uSdt = %S = Judt (2.3)
De modo que:

S =8¢ (2.4)

So é 0 preco da acao no instante zero, 1 a taxa de juros livre de risco
e T o tempo. Observa-se pela equacao 2.4 que quando a taxa de variancia €
zero, 0 prego da agdo aumenta a uma taxa de u, capitalizada

continuamente, por unidade de tempo.

A volatilidade € uma medida de incerteza quanto as oscilagbes futuras
no preco da agdo que serd denotado por o. Isto significa que c?At é a
variancia da mudanca proporcional no preco da acao, S, no instante At e que
0°S¢°At é a variancia do preco efetivo da agdo, S, durante At. A taxa

instantanea de S é, portanto, 6°Sy 2.
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Pelo processo de itd, S pode ser representado com taxa de desvio
esperada instantanea de uS, e taxa de variancia instantanea de ¢°S.°.

Podendo ser escrito como:

dS = uSdt + oSdz = d?S = udt + odz (2.5)

A versao do modelo em tempo discreto é:

% = uAt + o At (2.6)

O lado esquerdo da equacéao 2.6 é o retorno proporcional fornecido
pela acdo num periodo curto de tempo, At. O termo pAt é o valor esperado
desse retorno e o termo ceVAt é o componente estocastico do retorno. A

variancia do componente estocastico é portanto 62At.

Pelo modelo de Black&Sholes AS/S, é distribuido normalmente, com

média pAt e desvio padrao cVAt. Em outras palavras:

~N (,qu, oAt ) (2.7)

Como mostrado na equacéao 2.5 o comportamento da acéao é dado por

dS = uSdt + 0Sdz

Considerando uma fungéo, f= (S, t), a partir do lema de it, tem-se:

(2.8)

of f 10°f o daf
df =| Lus + &4~ § |ar+ 2L 654
4 (as” or 2052 ° j”as :
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Se:
f=InS
Entao :
asS S 9°S S? ot
Que resulta em:
0_2
dInS§ = ( M- T}dt + odz (2.9)

Como u e ¢ sdo constantes, a equacao 2.9 indica que InS segue o
processo generalizado de Wiener, que possui taxa de desvio constante de pn
- 6%/2 e taxa de variancia constante de o, isto significa que entre o tempo

atual, t, e algum tempo futuro, T, Ins € normalmente distribuida:

G~ NK# —%](T —1);0°(T —t)} (2.10)

Uma variavel com distribuicdo lognormal tem a propriedade de seu
logaritmo natural ser normalmente distribuido. A suposicao lognormal para
0s precos da acao implica, portanto, que In S; seja normal, onde S; € o preco
da acdo num instante futuro, T. A média e o desvio padrao de In S; podem

ser mostrados como:

2
InS, —InS, ~ N{(ﬂ—%]ﬂaﬁ} (2.11)
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Sendo Sy € o preco atual da agéo, u é o seu retorno esperado, ou
seja, a taxa de juros livre de risco no mercado e ¢ é a volatilidade ao ano do

preco da acao. Escreve-se o resultado como sendo:

2
lIISr ~N|:1HSO +(,U—O-7]T,O'ﬁ} (212)

O valor esperado ou médio de S;, E(S;), como anteriormente exposto,
€ o valor atual da agdo multiplicado pela taxa de juros livre de risco r.

E(S,)=S,e"" (2.13)

Isso se encaixa na definicdo de u como a taxa de retorno esperada. A

variancia de Sy, var(S;), pode ser demonstrada por:

var(§,) = S, e*" le(’2T — IJ (2.14)

Exemplificando a equacao acima, pode-se verificar, pelo principio da
lognormalidade, que para uma agao com preco $100, taxa de juros livre de
risco 22.5%a.a. e 30% de volatilidade, a distribuicAo de probabilidade do

preco da acao, S, no periodo de seis meses é fornecida por:

InS, ~ N{ln 100+ (0,225 - 0’;)9)0,5;0,31/ 0,5}

Ou

InS, ~ N(4.695;0.212)
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podendo ser escrito da seguinte forma:

e4.483 < S <e

t

4.907

Ou com 95% de probabilidade de o preco da acao em seis meses ser entre
88,05 e 135,27 e a média da distribuigao € dado por:

1(S,)=100e"**>* =111,90

2.6.3 Equacodes de precificacao de Black&Scholes

Apbs mostrado como é a distribuicdo dos precos das acdes pelo
principal pressuposto do modelo, nesta secdo serdo apresentadas as
equacoes para os precos de opgdes européias de compra e venda,

Como exposto no item anterior, a equacao 2.5, descreve o movimento

do preco das agdes como:

dS = uSdt + oSdz

Supondo que f é o preco de uma opcao de compra. A variavel f deve
ser funcao de S e t, f(S,t). Tal que:

oS ot 29S8’ oS
A funcgéo discreta das equacdes 2.5 e 2.15 é dado por:

df =[aiﬂ5 +ai+laz—f02S2jdt+aianz (2.15)

AS = uSAt + oSAz (2.16)

of o 19°f e of
A= Lps+ 2 420 e |y D osa: 217
/ (asﬂs+az+2aszg g a1
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As equacdes 2.16 e 2.17 sdo a versdo discreta dos modelos de
comportamento das acdes e dos seus derivativos, no caso deste trabalho,
uma opcao. A partir da combinacao da acao e do derivativo pode-se criar um
portfélio sem risco. A razao pela qual este portfélio pode ser criado vem do
fato do preco do ativo e da opgao serem ambos afetados pela mesma fonte
de incerteza: o movimento das acdes. Num intervalo curto de tempo o preco
de uma opcao de compra € perfeitamente e positivamente correlacionado
com o preco da acao, tornando possivel a criagdo de um portfélio de acoes,

com um fluxo de caixa idéntico ao das opcdes, de forma a neutralizar o risco.

Por se tratar de um modelo de tempo continuo, a correlagéo entre a
opcao e a acao é pontual, ou seja, ocorre em um intervalo de tempo
infinitesimal, portanto este portfélio criado, para ndo existir risco, deve ser
ajustado dinamicamente. Em outras palavras, os Az (=eVAt), das equacdes
(2.16) e (2.17) sao iguais. Assim, ao escolher uma carteira de agéo e do

derivativo, o processo de Wiener pode ser eliminado.

(g—@os —65=0 (2.18)

O portfélio replicante a ser criado é:

Derivativo = —1 (2.19)
Acdo = ai
oS (2.20)

O investidor que detém este portfélio, possui uma posicao vendida em
um derivativo e uma posicao comprada em of/dS acgdes. Definindo [] como o
valor do portfélio tem-se que:

N
I1= f+(aSjS (2.21)
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Logo, uma mudanga A[] no valor do portfélio em um intervalo de
tempo At é dado por:

[I=-Af + (g—ngS (2.22)

Substituindo as equacdes da acao 2.16 e do derivativo 2.17 na
equacgao 2.22 tem-se:

of 1{3f ) 1eo

Como essa equacgao nao envolve nenhuma incerteza (ndo existe Az),
o portfélio ndo tem risco durante o intervalo de tempo At. Portanto o retorno
desse portfolio nesse intervalo de tempo, deve ser igual ao retorno da taxa
livre de risco, caso contrario sdo criadas oportunidades de arbitragens,
portanto:

ALl = rI1At (2.24)

onde r é a taxa livre de risco, substituindo 2.21 e 2.23 em 2.24 tem-se:

[— s _ 1(‘92—]:)0252]m = r(— f+ (aijsjm (2.25)
or 20§ Os

simplificando:

ai_l_(aijrs_'_l(azfjazsz —/f (2.26)
ot \ oS 2\ 2S°
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a equacao 2.26 acima € a equacao diferencial parcial de Black&Scholes. Ela
tem muitas solugdes dependendo do derivativo o qual se queira precificar.
As condigdes de contorno utilizadas na resolugdo dessa equacao irao dizer
qual derivativo que se esta sendo precificando. No caso de uma opg¢ao

européia de compra a condicéo de contorno é:

f =Max(S - K;0) (2.27)
Quando t=T

Black and Sholes resolveram essa equacao diferencial parcial para
essa condi¢do de contorno e chegando por fim a equacao do pre¢o da

opc¢ao de compra:

C = S@(dl) — Xe """ ¢(d2) (2.28)
Onde :
e In(S/X)+(r+ 0> /2)T -1) (2.29)
oNT —t

— o2 -
dz:ln(S/X)’“(’”TG 12)r t):dl—m/T—t
(o3 —t

(2.30)

X é o prego de exercicio, r a taxa de juros, t o tempo até o vencimento
e S o valor da acdo. ¢(y) é a funcdo de distribuicdo de probabilidade
acumulada para uma variavel distribuida normalmente, com média zero e

desvio padrao 1.

A expressao o(do) é a probabilidade de a opcao ser exercida num
mundo neutro ao risco, de modo que X¢(d2) seja o preco de exercicio
multiplicado pela probabilidade de o preco de exercicio ser pago. A
expressao So(ds)e"™ é o valor esperado da variavel que é igual a Sy, se S; >

X, e zero caso contrario.
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O preco da opcéo de compra também pode ser escrito com sendo:

(2.32)

t

C=e"""[(S, - X)q(S,)ds
X

Sendo f funcao de densidade de probabilidade de S;,

O valor de uma opcao européia de venda pode ser calculada de

forma semelhante a de uma opcao européia de compra. Sua equagao é:

P = Xe " g(~d2) - Sp(~d1) (233)

2.7 Criticas ao Modelo

O modelo de Black&Scholes existe ha quase 30 anos e é natural que,

tanto em seus dias iniciais quanto agora, haja certas criticas a serem feitas.

Talvez a premissa mais criticada do Black&Scholes seja a da
lognormalidade de S, ja que cada ativo possui uma distribuicdo dos retornos

prépria, se aproximando ou ndo a uma lognormal.

A premissa da lognormalidade pode ser contestada por dois
argumentos :

1. A curva de distribuicdo de probabilidade de um prazo qualquer
geralmente afasta-se de uma distribuigcdo lognormal.

2. A volatilidade para periodos mais longos ou movimentos maiores
difere-se da volatilidade de periodos curtos de movimentos contidos, ou
seja, que a volatilidade, e a prépria distribuicdo da acdo, sejam
dependentes da escala em que se observa o0 movimento do mercado

33



Capitulo 2 Opcoes

A primeira linha de contestacdo é a resposta imediata ao nao
ajustamento do modelo de Black&Scholes a qualquer condi¢cdo do mercado
nao prevista. Se em um momento qualquer as opg¢des mais “in the money”
possuem um valor mais alto do que preconiza o modelo, ou as opgdes mais
“out of the money” estdo com um valor mais baixo, ou qualquer que seja este
desvio, é considerado um erro o modelo assumir a distribuicdo de
probabilidade como sendo lognormal.

Como mostrado em suas premissas, a volatiidade do ativo é
constante independente do seu preco de exercicio e, como explicado no
capitulo1, consegue-se observar a existéncia de uma assimetria na curva de
volatilidade (conhecido no mercado como “smile effect’). Este desvio é
observado em opg¢des negociadas no mercado internacional ou mesmo
locais como as de Telemar e do Indice Bovespa, que possuem maior

liquidez e um maior nimero de pregos de exercicios negociados.

Na figura 7 é mostrado como é a distribuicdo preconizada pelo
modelo de Black&Scholes e a distribuicao real do ativo.

34



Capitulo 2 Opcoes

= Distribuicao dos Retornos —— Distribuicao Normal
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Figura7 — Distribuicdo dos retornos do ativo x distribuigdo normal- ativo indice Bovespa,
17/11/2000 a 13/06/2003 fonte Bloomberg — elaborado pelo autor

Algumas importantes informacées podem ser retiradas da
comparacdo dos graficos apresentados na figura 7. Primeiramente, as
médias das distribuicbes sao diferentes, a distribuicdo dos retornos do ativo
pode ter qualquer média, assumindo até valores negativos, no caso acima, a
média dos retornos € -0,23%. A média da distribuicaio normal de

Black&Sholes é, como ja exaustivamente mencionado, a taxa de juros.

Outra constatacao é a existéncia de observacoes fora do intervalo (-
8%,+8%), 0 que para uma distribuicio normal seria extremamente
improvavel. A existéncia dessas observacdes extremas ajuda a explicar
porque o Black&Scholes deprecia op¢des “out of the money”. Na verdade,
movimentos extremos sdo mais provaveis do que pode-se predizer com

base em uma distribuicdo normal.

Na pratica, a volatilidade se mostra dependente do preco do exercicio

e da maturidade da opcao em questao. Cada preco de exercicio possui uma
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volatilidade diferente, formando uma curva de volatilidade, como mostrado
na figura 2 no inicio do trabalho, se calculado o preco das opg¢des utilizando
o modelo de Black&Sholes, as volatilidades de todos os precos de exercicio

seriam a mesma, 0 que, como ja mencionado, ndo condiz com a realidade.

No modelo que sera desenvolvido neste trabalho, sera utilizada a
distribuicdo real do ativo objeto, recentralizando-a, de forma que o valor
esperado da distribuicdo seja o mesmo da distribuicdo normal de
Black&Sholes, sem alterar o formato da distribuicao original, como sera
exposto no capitulo 5.
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3. A Volatilidade

A volatiidade é um dos parametros mais importantes dentro do
mercado de opcdes. O negociador de volatilidade nao esta interessado sé
na direcado do mercado (tendéncia de alta ou de baixa), mas também na
velocidade das mudancas. Isso porque se o preco do ativo ndo se mover
suficientemente rapido, opcdes sobre esse ativo perderdo seu valor, ja que

torna-se mais dificil 0 mercado atingir seus respectivos precos de exercicio.

Dessa forma, a volatilidade é, além de uma medida de incerteza,
também uma medida de velocidade de mudancas do mercado. Mercados
que se movem lentamente sdo mercados com baixa volatilidade, enquanto

mercados que se movem velozmente sdo mercado de alta volatilidade.

Neste capitulo sera mostrado como a volatilidade € calculada, quais
os tipos de volatilidade existentes e como ela se relaciona com o preco do
ativo. Serd apresentado também, como negociadores de volatilidade,
conseguem negocia-la combinado operacdes com opcdes e o ativo objeto
para, por fim, apresentar os tipos de curva de volatilidade mais encontrados

no mercado.

3.1 O que é a Volatilidade

A volatilidade de uma acao, como supramencionado, € o desvio

padrao do retorno dessa acao, ou seja a incerteza quanto aos seus retornos.

Em geral as volatilidades sao expressas em percentuais e anualisada.

Pode-se dizer que a volatilidade do indice Bovespa é 30% ao ano, por

exemplo.
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Porém este periodo de tempo pode ser mais longo que o proprio
periodo de existéncia da opcdo, principalmente no Brasil onde os
vencimentos com liquidez das opcdes sdo bastante curtos. Para encontrar o
valor da volatilidade diaria, semanal ou mensal deve-se utilizar uma
importante caracteristica da volatilidade, a de que esta é proporcional a raiz
quadrada do tempo, de forma simplificada, c\T sendo o desvio padrdo da
mudanca proporcional no preco da agdo no instante T. Considerando a
volatilidade de 30% ao ano do indice Bovespa pode-se dizer que para esta
volatilidade espera-se uma movimentacdo diaria do indice em torno de
30//(1/252) = 1,89% por dia.

Existem varios tipos de volatilidades presentes na literatura:

e Histérica
e Atual
e Futura

e Prevista ou projetada
e Realizada

e Implicita

A especificacdo de todos esses tipos de volatilidade foge ao objetivo
do trabalho, este sera focado nos trés tipos principais e mais utilizados de
volatilidade no mercado, a volatilidade historica, a realizada e a implicita.

3.2 Volatilidade Historica

Como em outros mercados e disciplinas, um bom referencial para a
precificacdo de algum ativo é a observacéo do seu comportamento histérico.
O negociador utiliza para negociar suas opgdes a analise do comportamento
do ativo no passado e, baseado nela e nas suas previsdes de qual sera a
volatilidade futura, precificar as suas opc¢odes.
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Se nos 10 anos que se passaram, a volatilidade de uma ativo jamais
ficou abaixo dos 10% e acima dos 30%, 0 negociador tende a utilizar este
histérico para precificar suas opgdes. Obviamente que este diferencial é
muito grande, mas o0 negociador ndo compraria a volatilidade do ativo por

50%, nem venderia esta por 5%, por exemplo.

Existem varios métodos para calcular a volatilidade histérica, mas
todos os métodos dependem de dois parametros, o periodo historico em que

se verifica 0 comportamento do ativo e o intervalo de tempo entre os precos.

O periodo histérico pode ter dez dias, seis meses, cinco anos, ou
qualquer periodo que o negociador desejar. Periodos longos tendem a ser
uma média da volatilidade, ndo sendo influenciados por eventos especificos
no mercado sendo assim menos volateis. Os periodos mais curtos tendem a
ser mais volateis pois refletem a atual situacdo do mercado. Pode-se
observar esta diferenca analisando a figura 8 a seguir:

HISTORICAL F’RICE VDLATILITY

IBOY Index -
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Figura 8— Grafico da volatilidade histérica, de 10 100, 252 d|as de 18/03/2002 a
15/09/2003 — fonte Bloomberg
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A figura 8 mostra como se comportou a volatilidade histérica do
indice Bovespa de 03 de maio de 2002 a 15 de setembro de 2003. Pode-se
observar que a volatilidade de 252 dias, € muito pouco volatil, ela tem o
maximo de 36% e o minimo de 28%. Ja a volatilidade de 10 dias se
comporta de uma maneira diferente. Por ser um intervalo de tempo mais
curto, ela é mais influenciada pelos eventos atuais no mercado, e varia entre
54% e 10% de volatilidade.

O negociador que se baseia na volatilidade histérica para negociar a
sua opcao, devera avaliar a volatilidade compativel com o seu tempo de
existéncia. No caso acima, uma opcdo com vencimento em 10 dias teria

uma volatilidade maior do que uma que vencesse em um ano.

3.2.1 Calculo da volatilidade historica

Um registro das oscilacdes de precos das acdes pode ser usado para
estimar a volatilidade. O preco da acao mostrado anteriormente costuma ser
observado em intervalos fixos de tempo. Existem varios métodos na
literatura para o calculo da volatilidade histérica. Pode-se citar entre eles o
modelo de alisamento exponencial, o modelo de Garch (Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity), e 0 modelo de GKP (German
—Klass- Parkinson ), a especificacdo detalhada de cada um deles, no
entanto, foge ao escopo do trabalho.

Para o calculo da volatilidade histérica utiliza-se o desvio padrao dos
retornos, atribuindo o mesmo peso para todos os dados. No mercado de
renda variavel, por existirem muitos ativos, fica inviavel a atribuicao de pesos
ou coeficientes para o célculo da volatilidade ja que muitos desses ativos
nao sao acompanhados diariamente pelos negociadores.

Define-se:
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N + 1 = nimero de observacoes
Si: preco da acao no final do I-ésimo intervalo (I = 0,1,...,n)

T: intervalo de tempo em anos

Si
u, = IH(EHJ (3.1)

Uma estimativa,s, do desvio padrdo dos valores de u; € dada pela

seguinte equacgéo:

Como exemplo, na tabela2, sera mostrado o calculo da volatilidade
histérica do Indice Bovespa, de 02 de maio de 2003 & 30 de maio de 2003.
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Tabela 2 — Calculo da volatilidade do indice Bovespa, de 02/05/2003 a 30/05/2003 —
elaborado pelo autor.

Data Ibovespa Retorno Retorno Diario

Si/Si-1 ui=In(Si/Si-1)

30/4/2003 12556,7
2/5/2003 12.810 1,0202 0,0200
5/5/2003 12.833 1,0018 0,0018
6/5/2003 12.644  0,9853 (0,0149)
7/5/2003 12.956 1,0247 0,0244
8/5/2003 12.921 0,9973 (0,0027)
9/5/2003 13.214 1,0227 0,0224
12/5/2003 13.320 1,0080 0,0080
13/5/2003 13.421 1,0075 0,0075
14/5/2003 13.459 1,0029 0,0029
15/5/2003 13.130  0,9755 (0,0248)
16/5/2003 13.225 1,0073 0,0072
19/5/2003 12.746  0,9638 (0,0369)
20/5/2003 12.745  0,9999 (0,0001)
21/5/2003 13.034 1,0226 0,0224
22/5/2003 13.101 1,0052 0,0051
23/5/2003 13.143 1,0032 0,0032
26/5/2003 12.852  0,9779 (0,0223)
27/5/2003 13.246 1,0306 0,0302
28/5/2003 13.294 1,0036 0,0036
30/5/2003 13.422 1,0096 0,0095

Com isso tem-se que:

> u; =0,06667 > u;* =0,005939

Uma estimativa para o desvio padrao do retorno diario é:

2
\/ 0005939 _ 0,06667° _ ) 1

19 380

Assumindo que tem-se 252 dias de negociacdo ao ano, t = 1/252,
pode-se dizer que a volatilidade ao ano do indice Bovespa para o periodo é
de 0,0173/252 = 27,54% .
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3.3 Volatilidade implicita

A volatilidade implicita é utilizada pelo mercado na precificacao das
opcoes, ou seja, € a volatilidade considerada “justa” pelos negociadores. Ela
€ a volatilidade que estd imbutida no preco da opg¢do negociada. Para
identificar a volatilidade implicita de um determinado ativo, deve-se utilizar o
modelo de Black&Scholes, fornecendo como paradmetro do modelo o preco
da opcao negociada no mercado e os outros parametros ja citados no
trabalho. Sera obtido como saida, a volatilidade implicita da opcdo. Uma
forma facil de obter a volatilidade implicita utilizando o Black&Scholes é

utilizando a funcao “Goal seek” do Excel.

Por existir muitos participantes e ofertas de compra e de venda de
opcoes, a oferta de demanda chega a um equilibrio. Este equilibrio entre os
precos pode ser considerado a volatilidade implicita.

Assim, para que se utilize em um estudo as volatilidades implicitas
das opcbes abordadas para um determinado ativo, é necessario possuir
séries negociadas de tais opcdes. Com isso é possivel observar, para um
certo vencimento, a sua curva assimétrica de volatilidade ( conhecida no

mercado por smile)

Observa-se o comportamento da volatilidade histérica do ativo em
relacdo ao seu preco observando a figura 9:
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Figura 9 — Grafico da volatiliade histérica e do pre¢o do Ibovespa de 26 de maio de
2001 a 24 de maio de 203 — Fonte Bloomberg

Na Figura 9 acima observa-se que quanto maior o preco do ativo,
menor a sua volatilidade realizada, isto ocorre pelas inUmeras razdes ja
apresentadas neste trabalho no capitulo1. A analise da figura 9, pode-se
constatar que a volatilidade realizada do ativo aumenta quando o seu preco
diminui, explicando o porqué dos negociadores atribuirem volatilidade
implicita mais alta para pregos de exercicios mais baixos, formando assim

uma curva de volatilidade implicita dependente do preco de exercicio.

3.4 Volatilidade realizada

E conhecida por volatilidade realizada, a volatilidade que ocorre
durante o periodo de existéncia da opcao. O negociador que comprou a
volatilidade implicita de TELEMAR para o vencimento em um més a 32% e
durante este periodo, entre a compra da opc¢ao (combinado com o ativo
objeto que sera mostrado adiante) até o vencimento, a volatilidade ocorrida

wmMmOHAT
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da acgao foi de 36%, entdo pode-se dizer que a volatilidade realizada do

periodo de existéncia da opcao foi de 36%.

3.5 Negociando a volatilidade

Neste item serd apresentado com a volatilidade é negociada
combinado a compra ou venda de opg¢des, com a compra ou venda do ativo
objeto.

Quando o negociador de volatilidade deseja comprar volatilidade, ele
deve comprar a opcéo (de compra ou de venda) e fazer uma posicao oposta
no ativo objeto. Caso tenha comprado uma opg¢ao de compra ele devera
vender agdes do ativo, caso ele tenha comprado uma opcao de venda ele
deve comprar acdes do ativo. A opgcdo de venda é, na verdade como se
tivesse assumido uma posicdo vendida. Utilizando-se desses artificios , o
negociador estara, no instante inicial, neutralizando seu risco em relagéao a

mudanca do preco do ativo, o seja estara delta neutro.

O delta da opcao é uma medida que informa qual o acréscimo ou
decréscimo no preco de uma opg¢ao causado pelo acréscimo de $1,00 no
preco do ativo objeto. O delta é a derivada do preco da op¢ao em relagdo ao
preco do ativo, ou seja, é o df/dS da equacao 2.20 do capitulo 2.

Portanto uma op¢ao com delta 0,5, o negociador de volatilidade, para
ter seu delta neutralizado deve, para cada 2 opcbes de compra compradas,
vender 1 do ativo objeto. Caso o negociador ndo faca o delta hedge
corretamente ele ficara exposto ndao s6 na volatilidade do ativo, mas também

na direcao do mercado.

O delta € um numero sempre entre 0 e 1, podendo ser entendido
como sendo a probabilidade da opcéo ser exercida em seu vencimento. O
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delta do ativo objeto é sempre 1. Pode-se ilustrar a posicao do negociador

com a tabela 3 abaixo:

Tabela 3- Posi¢éo final combinado a compra de opg¢do com a venda da acao —

elaborado pelo autor

Contrato Delta Posicao

Compra de 100 Opcées de compra para Junho 0,57 57
Venda de 57 acoes 1 -57

Quando somado a posicao na opgao com a posicao nas acdes tem-
se como resultado zero: delta neutro e portanto nao havendo exposicao ao
movimento do ativo no instante inicial. Se a soma dos deltas da opcao e da
acao for positivo, o negociador obtera um lucro maior (ou perda menor) se o
ativo subir e perdera mais (ou lucrara menos) se o ativo cair. Analogamente,
se o delta for negativo ocorrera ao contrario. Como o objetivo do negociador
€ a volatilidade e ndo a direcao do mercado, ele deve ter sempre a sua
posicao com delta neutralizado.

3.5.1 Demonstracao da compra da volatilidade

Supondo que o negociador sabe que a volatilidade futura realizada do
ativo de uma certa agdo que vale $100,00 nos proximos dez dias sera de
40% e observa a volatilidade implicita da opg¢ao “at the money” sendo
negociada no mercado a 30% de volatilidade. Supbe-se ainda que o
negociador ndo conhece a dire¢do do mercado somente a sua volatilidade
futura. Ao precificar a opg¢édo, o negociador observa que a opg¢ao a 40% de

volatilidade deve valer $ 2,67 e esta sendo negociada a $2,02.

Os outros parametros que utilizados para precificacdo sao :

e Taxa de juros livre de risco de 3%

e Dez dias para o vencimento

e Opcao de compra

e O preco de exercicio da opgéao que compraremos é de $100,00

¢ Valor do ativo no momento da compra da opgéo é $100,00
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e A acdo nao pagara dividendos no periodo de existéncia da opcao

e Sera desprezado custos de transacgéo e de aluguel da acao

O delta da opcao no inicio da operacao é 52%, a operacao inicial para
comprar a volatilidade de 30% do ativo é:

Tabela 4 — Operagéo inicial para compra da volatilidade do ativo — elaborado pelo

Ativo Operacao Numero de Delta Posicao
Inicial contratos Inicial
Opcao de compra Compra 100 52% 5200
Acao Venda 52 100% -5200

autor

Fluxo de caixa da operagéo:

Tabela 5 — Fluxo de caixa e operagbes realizadas diariamente com a mudancga do

preco do ativo — elaborado pelo autor.

Dia  Preco daacdo Delta de 100 Total Delta da Operacéo Total de acées  Ganho & Perda Custo do Capital
opgoes de compra Posicao ajustadas na acdo R$ da acdo

0 100,00 52 -

1 102,70 73 (2.306) VENDER (21) (21)| R$ (139,43)| R$ 0,61
2 99,20 44 3.078 | COMPRAR 28 7| R$ 254,57 | R$ 0,88
3 100,12 53 (867)] VENDER (8) (1) R$  (40,73)| R$ 0,52
4 103,81 84 (3.486) VENDER (32) (33)| R$ (193,81)| R$ 0,62
5 102,70 78 686 | COMPRAR 6 (27)| R$ 93,51 | R$ 1,03
6 98,77 36 4.539 | COMPRAR 43 16 | R$ 308,38 | R$ 0,95
7 100,01 51 (1.585) VENDER (15) 1| R$ (44,19)| R$ 0,41
8 100,50 60 (885)| VENDER 9) (8)| R$ (25,01)| R$ 0,60
9 102,30 93 (3.504) VENDER (33) (41)| R$ (107,28)| R$ 0,70
10 103,20 COMPRAR a1 R$ 1,11

Pode-se observar pela Tabela 5 que quando o preco da acao
aumenta, o da opcao também aumenta, pois a probabilidade da opcéo dar
exercicio & maior, e 0 negociador tem que vender acdes no fim do dia para
deixar sua posicao delta neutro. O oposto ocorre quando o preco da acao
diminui, fazendo com que o negociador compre o ativo objeto. Portanto, o
negociador compra acdo quando seu preco diminui e vende quando seu
preco sobe. Do ponto de vista do negociador comprado em volatilidade,

qguanto maior o0 movimento da agao mais lucrativa sera sua operacgao.
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3.4.2 Lucro do negociador

Hedge original: No vencimento da opc¢ao, apés 10 dias o valor do
ativo é de $103,20, o negociador pode ou exercer a opgdo comprando o
ativo por $100 e vendendo por $103,20, ou simplesmente vender a opgao
pelo valor intrinseco de $3,20. Como a opcao foi comprada por $2,02 e
vendida por $3,20, o lucro na opgéo foi de (3,20 — 2,02)x100 = $ 118,00, e a
sua perda no agado pela venda original de 52 acdes a $100 foi de (100 —
103,20)x52 = - $ 166,40.

Ajustes na posicao: Pode-se observar na Tabela 5 que, quando o
preco da acao aumenta o negociador vende ac¢des para ajustar sua posicao.
No dia 1, a acdo sobe de $ 100,00 para $102,70, o negociador obtém uma
perda de (100 — 102,70)x52 = - $139,43. Sendo assim deve-se vender mais
21 aclbes para ajustar sua posi¢ao. No dia seguinte o preco da acao diminui
para $ 99,20, e o negociador obtém agora um lucro de (102,70 — 99,20)x73
= $ 254,57. E assim sucessivamente até o vencimento da opgao.

Custo de capital da opcao: Inicialmente o negociador comprou 100
contratos de opcdes com o valor de $ 2,02 desembolsando $ 202,00 de
caixa. Como visto, o caixa possui um custo de oportunidade. No caso, com
a taxa de juros anual de 3% o custo de oportunidade do caixa da opg¢ao por
dez dias é de:

10

202{1,03[2’52] - 1} =$0,02

Custo de capital da acao: Com a venda da acdo o negociador
recebe capital (caixa) que é aplicado na taxa de juros livre de risco. O lucro
diario resultado da remuneracgéo do caixa recebido é mostrado na Tabela 5 e
varia com a quantidade de acao vendida. O caixa inicial recebido pela venda

da acao é de (52x100) = $ 5200 e seu custo de capital é calculado como:
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10
5200(1,03(252J . 1} =$0,61

Variando conforme a quantidade de agbes vendidas.

O lucro final do negociador € mostrado abaixo:

Hedge Original Ajuste da posicao Custo de Captal da opcdo Custo de Capital da Acao
R$ (48,40) R$ 106,00 R$ (0,02) R$ 7,41

O lucro final é dado por (-48,00 + 106,00 — 0,02 + 7,41) = $ 65,00

O lucro esperado pelo negociador inicialmente ao observar a opgao
negociada a 30% de volatilidade pelo preco de $2,02, sabendo-se que a sua
volatilidade realizada seria de 40%, valendo $2,67, o seu lucro esperado
seria de (2,67 — 2,02)x100 = $65,00.

3.6 Comprado e vendido em volatilidade

No item anterior mostrou-se como o0 negociador consegue operar a
volatilidade realizando opera¢des com a opgao e o ativo objeto. No exemplo
mostrado o negociador assumiu uma posicdo comprada na volatilidade do
ativo. Quando isto ocorre o0 comprador de volatilidade espera que o preco do

ativo varie o maximo possivel obtendo maior lucro.

No caso do vendedor de volatilidade, ocorre o contrario. Ao vender a
volatilidade do ativo espera-se que o preco a agao nao varie, pois o delta da
opcao € negativo e quando o preco da acao aumenta, mais acoes devem ser
compradas e, analogamente, quanto seu pre¢o diminui, mais a¢des deverao

ser vendidas.
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Nas figuras 10 e 11 abaixo € mostrado como € a relagéo entre o lucro

e 0 prejuizo da posicao comprada e vendida em volatilidade.

Comprado em Volatilidade

Lucro&Prejuizo

§ 8§ 8 8§ 8§ § 8§ 8§ 8 8 § § 8§
§ $ ¥ ¢ § ¥ S ¥ & & ¥ & @

Variacao diaria do Ativo

Figura 10 — Grafico do retorno diario de uma posicdo comprada em volatilidade —
elaborado pelo autor

Vendido em Volatilidade

Lucro&Prejuizo

S 8 8 8 8 8 8 8 8§ 8 8§ 8 8
§ ¥ ¥ % § ¥ & ¥ & & ¥ 8 o

Variacao diaria do Ativo

Figural1- Grafico do retorno diario de uma posigdo vendida em volatilidade —
elaborado pelo autor
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As figuras 10 e 11 mostram uma posicdo comprada em volatilidade e
a outra vendida, ambos a uma volatilidade de 31,75% ao ano. Sendo

equivalente a uma movimentacao diaria no ativo de 2%.

Pode-se constatar que o risco do comprador de volatilidade é limitado.
Sua perda maxima é a perda do valor da opcdo com o passar do tempo. E o
seu ganho é ilimitado, pois 0 ganho com a variacao do ativo é quadratico. No
caso do negociador vendido em volatilidade, ocorre o contrario, este possui
seu prejuizo ilimitado e o0 ganho limitado a perda do valor da op¢do com o

passar do tempo.

Por isso a importancia da velocidade de movimentagdo do mercado
para o negociador de volatilidade, como mencionado anteriormente.

3.6. Tipos de curva de volatilidade.

Nos capitulos anteriores introduziu-se a questdo de que o modelo de
Black&Sholes que parece subavaliar sistematicamente opcao que nao estao
“at the money”. Ou, de outra forma, que os precos de mercado das opcdes
gue nao estao “in the money” e “out of the money” costumam apresentar
volatilidade implicita, maior que as opc¢éao “at the money”, formando assim a
curva de volatilidade, conhecida pelos negociadores como smile de

volatilidade, por esta ter a forma de um sorriso.

Serd apresentada a seguir a curva de volatilidade implicita observada
por preco de exercicio. As primeiras curvas de volatilidade observadas no
mercado, como dito anteriormente, assemelha-se a um sorriso, pois o
grafico de o x X (prego de exercicio) tem uma forma convexa, como pode-se

observar na figura 12 a seguir.
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Volatilidade x Preco de Exercicio
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Figura 12 — Gréfico da volatilidade x Prego de exercicio, elaborado pelo autor

No mercado, existem outros formatos de curva de volatilidade
implicita em funcdo do preco de exercicio as quais receberam
genericamente o nome de smile. Este tipo de curva, mostrado na figura 12, é
notado mais acentuadamente nas proximidades do exercicio das opcoes
onde o retorno do negociador para a variacao de 1% na volatilidade é muito
baixo, chegando ao ponto das opcdes que ndo estao “at the money” ter uma
diferenca de compra e venda englobando muitos pontos de volatilidade.

Este tipo de curva ndo é observada com frequéncia no mercado
acionario brasileiro. Ao contrario do mercado de opcbes de acobes, 0
mercado de opgdes de dolar é testemunha de varios casos onde este tipo de
curva ocorre. Neste mercado, opgdes bastante “out of the money”, tem
liquidez pelo fato de existirem investidores querendo se proteger do pior
caso possivel, ou seja interessado em protegerem-se de uma
desvalorizacdo acentuada do real.

Outro tipo de curva observado, principalmente no mercado de opcdes
de acdes € o de volatilidade escalonada, onde as op¢des “in the money” tem
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uma volatilidade maior do que as “at the money” e as “out of the money”,

conforme mostrado na Figura 13:

Volatilidade x Preco de Exercicio
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Figura 13 — Gréfico da Volatilidade x Prego de exercicio — elaborado pelo autor

Este tipo de curva € mais freqliente no mercado de opgdes de agdes
pois a medida que o pre¢o da acado aumenta, sua volatilidade diminui, como
explicado anteriormente. Devido principalmente ao seu proprio preco

absoluto, e ao grau de alavancagem da empresa.
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4. Escolha do Modelo

Apbs demonstrar quais as causas da formacao da curva assimétrica
de volatilidade, conceituar e fundamentar os instrumentos necessarios para
o entendimento e resolucao do problema, neste capitulo serdo apresentados
0s modelos pesquisados que propde encontrar a curva de volatilidade, seus
pontos fortes e fracos, determinando, por fim, qual o melhor modelo a ser

desenvolvido.

Os modelos pesquisados para determinar a curva de volatilidade, sdo
divididos em dois grupos: os modelos paramétricos e os modelos nao

paramétricos.

4.1 Modelos Paramétricos

Os modelos paramétricos utilizam-se dos precos das opcdes do
mercado para encontrar a distribuicdo de probabilidade do ativo utilizando-se
desta distribuicdo para encontrar a sua curva de volatilidade.

4.1.1 Modelo de Mistura de Normais (Bahra, 1997, Gemmill &
Saflekis, 2000)

De forma geral, como ja citado no capitulo 2, o preco de uma op¢ao
de compra européia pode ser representado como:

t

C=e""(s, - X)q($,)ds

Neste modelo, a densidade de probabilidade g do preco pode ser

recuperada a partir da estimagéao de parametros por critérios de minimizacao
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da distancia entre os precos de mercado e os precos teodricos gerados pelo
modelo.

A hipbétese Gaussiana representa algumas vantagens praticas, a
primeira delas é a estabilidade da densidade Gaussiana sob adicdo, ou seja,
se 0s pregos sob horizonte de um dia tem distribuicdo de probabilidade
lognormal, o mesmo vale para maiores horizontes futuros. Uma outra
importante caracteristica pratica deste modelo, no que diz respeito a
distribuicdo de probabilidade, é a possibilidade de obter-se expressdes
analiticas para os precos das opgdes. Assim, a forma funcional de q seria
dada pela mistura de k lognormais:

al8,)= Y v Logt () (4

Onde :

w; >0

f(x) é a funcdo densidade lognormal e wi sdo os pesos de cada densidade
na mistura. No modelo, os parametros de f(x) sdo definidos como:

o, =InS, +(ﬂi —%"ZJT (4.2)
B =cT (4.3)

Onde p é a taxa de juros livre de risco; ¢ é a volatilidade; S o preco do

ativo e T o tempo até o vencimento da opc¢ao.
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Para fins praticos utiliza-se a mistura de duas lognormais:

q(St) = wLogf (x,)+ (1 + w)Logf (x,) (4.4)

O<wxl

Isto reduz a necessidade de muitos dados, tendo-se apenas cinco

parametros a serem estimados (w, o , B1, 02, B2),

A partir das equacdes 4.4, 4.3 e 4.2 acima, e dos precos de mercado
das opc¢des (Cm) € possivel estimar os parametros pela minimizacao do erro
quadratico entre estes precos e aqueles gerados pelo modelo de mistura de

lognormais:
minZ(C(Xi,T)—Cmi) (4.5)

Para X; o preco de exercicio da opcao e T o tempo até o seu

vencimento.

Bahra (1997), em seu modelo de mistura de normais, demonstra que
sob a hipétese de lognormalidade a equacao de avaliacdo € uma expressao
analitica e esta é uma ponderagdo dos precos de Black&Sholes com
diferentes médias e variancias. Para o caso de mistura de duas densidades

lognormais:

C(X.T)=e " pwle™ 12, — Xg,, )+ (- w2, — Xg,,)]
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Onde: ¢« é a distribuicdo Normal acumulada até x é

g o—InX+a + B! (4.7)
1 B,
; (4.8)
d,=d, _181;
~InX +a,+ (4.9)
d,=
B
d,=d, _182 (4.10)

Gemmill e Saflekos (2000) estimaram a densidade de probabilidade
de opcodes sobre o FTSE-100, indice de acbes Londrino, usando o modelo
de mistura de duas lognormais sobre um periodo de 10 anos (1987-1997).
Os resultados reportados pelos autores demonstram que o modelo supera o
modelo de “uma Lognormal” (Black&Sholes) quanto aos ajustes sobre os

precos de mercado.

No entanto, o modelo de Mistura de Normais encontra limitagdes para
as solucdes dos problemas deste trabalho, visto que negociadores de
opc¢des do Banco JP Morgan necessitam de um modelo capaz de obter uma
curva de volatilidade para ativos que ndo possuem opg¢des negociadas no
mercado, portanto, ndo ha como parametriza-lo minimizando o erro

quadratico entre as opcdes de mercado e o gerado pelo modelo.

Além disso conforme demonstrado por Oliveira (2000), no decorrer
deste capitulo, 0 modelo possui problemas de confiabilidade. Empiricamente
verificou-se grande sensibilidade as distorcdes ou escassez de precos.
Como resultado disso existe uma grande instabilidade nos parametros, o
que freqientemente resulta em solucdes de distribuicbes de probabilidades
pouco suaves. A instabilidade na convergéncia para valores coerentes faz

com que o critério de confiabilidade seja um ponto negativo no modelo.
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4.2 Modelos Nao Parameétricos

Uma das maiores limitacbes do modelo de Black&Scholes é a
hipétese fundamental sobre o processo estocastico dos precos e
consequentemente sobre a densidade dos retornos do ativo subjacente
supostamente normais. Os modelos ndo paramétricos tentam superar esta
restricdo trabalhando com métodos estatisticos que ndo pressupbe um
modelo gerador para os precos. Estes métodos permitem que poucas
restricoes sejam impostas, dando flexibilidade quase total ao padrdo da
densidade dos retornos.

Segue abaixo alguns modelos Nao Paramétricos pesquisados:

e Modelo de Maxima Suavidade

e Modelo de Maxima Entropia

4.2.1 Modelo de Maxima Suavidade (Jackwerth & Rubinstein, 1996)

O modelo de maxima suavidade, conforme demonstrado nos testes
feitos no trabalho de Oliveira (2000), apresenta grande dificuldade de
convergéncia e/ou resultados pouco coerentes, sendo que a implementacao
sugerida pelos autores, mostrou-se custosa e computacionalmente

ineficiente.
Assim sendo, diante da grande quantidade pontos negativos,

conforme tabela comparativa de Oliveira (2000), este modelo ndo sera
exposto no presente trabalho.
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4.2.2 Modelo de maxima Entropia (Stutzer, 1996)

Os modelos paramétricos até entao apresentados tem o potencial de
minimizar a distancia entre os precos observados das opcdes e 0s precos
teoricos obtidos a partir de uma certa densidade neutralizadora g.

Stutzer (1996) apresenta um método nao paramétrico de avaliacao,
denominado Modelo de Maxima Entropia ou Modelo Canénico, baseado no
principio da minima divergéncia e derivado dos desenvolvimentos da Teoria
da Informacdo. Uma vantagem deste método, como ressaltam diversos
autores (Siqueira,1999, Gulko,1999, Avellaneda 1997, Stutzer 1996), deve-
se ao fato de que o objetivo da minima divergéncia é bastante atrativo do
ponto de vista tedrico. Além da fundamentacdo axiomatica deste critério este
modelo é considerado menos arbitrario que as demais funcdes objetivas

apresentadas por trabalhar com a minimizacao de um critério de informacao.

Uma outra diferenca fundamental para avaliagdo das curvas de
volatilidade de ativos € que no modelo proposto por Stutzer distintamente
dos demais modelos paramétricos, é utilizada a propria distribuicao de
probabilidade histérica como priori de otimizacdo. Com isso, é possivel
estimar a densidade neutralizadora do pre¢o da incerteza e responder quao
diferente ela é se comparada a densidade histérica ou se comparada a
densidade de probabilidade encontrada com a praticada pelo mercado.
Haveria de se falar na comparagdo com a densidade de probabilidade do
mercado se houvesse opcdes sobre o ativo sendo negociadas, o que, no

entanto, ndo é 0 Nnosso caso.
Por ndo depender dos pregos das opcdes do mercado, e pelos

demais critérios que serdo mostrados a seguir, este serd o modelo a ser

desenvolvido no préximo capitulo.
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4.3 Comparacao dos Modelos

Oliveira (2000) desenvolveu um trabalho de comparacao de diversos
modelos para a obteng&o da curva de volatilidade utilizando os seguintes

critérios:

4.3.1 Eficiéncia computacional do modelo

Segundo critério de eficiéncia computacional os modelos foram
avaliados pelos custos computacionais e de implementacdo, levando em
consideracao a dificuldade de implementacao e o tempo para convergéncia.
Logicamente sado preferiveis modelos facilmente implementaveis
(preferencialmente em planilhas de calculo) e com respostas que possam
ser geradas em tempo real.

No caso deste trabalho, a importancia da resposta em tempo real nao
€ tao relevante visto que a precificacao das opg¢des que nao sdo negociadas
com liquidez no mercado tem uma precificagcdo estruturada podendo
demorar quinze minutos ou até dias, portanto, para os negociadores da
volatilidade do JP Morgan o importante € um modelo de facil utilizacdo e
com resposta relativamente rapida, ndo necessariamente em tempo real. Em
entrevista com os negociadores uma resposta rapida significa algo em torno

de dez a quinze minutos.

4.3.2 Confiabilidade nos resultados

Uma das maiores vantagens dos modelos como o de Black&Sholes é
qgue neste sdo utilizadas expressoes analiticas e estas, quando corretamente
utilizadas, sempre geram resultados confiaveis. No entanto, quando esté se
trabalhando com modelos dependentes de procedimentos numéricos e de
rotinas de otimizacéo isso pode passar a ser um problema.
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Caso um modelo apresente dificuldades de convergéncia, dificiimente
podera ser adotado por uma mesa de operacdes, visto que, esta necessita
de informagdes rapidas e confiaveis. Desta forma, um sistema que demanda
rapidez e muitas vezes processa as informacdes durante a noite, sem uma
supervisao de todo o processo, ndo pode apresentar dificuldades de

convergéncia.
4.3.3 Facilidade de Uso

Como ressaltam Mendes & Duarte (1998), nas instituicées financeiras
muitas vezes o usuario de um modelo matematico ndo é o mesmo que o
desenvolveu e o implementou, sendo assim, se ndao houver um bom
entendimento do modelo por parte do usuario, decisées erradas podem ser
tomadas.

4.4 Resultado da comparacao (Oliveira, 2000)°

O resultado da analise segundo os critérios de eficiéncia operacional
discutidos anteriormente: (1) Eficiéncia computacional, (2) Confiabilidade dos
resultados e manutencéo, e por fim (3) facilidade de uso serdo classificados
como “ponto negativo” ou “ponto positivo”, tendo em vista a eficiéncia

relativa dos modelos.

Neste trabalho, entretanto, sera acrescentado um quarto item de
comparacao, (4) a possibilidade de construcdo do modelo caso nao haja
opcdes com liquidez negociadas no mercado, pois este €& o critério
fundamental para resolugdo do problema proposto. Como apresentado

anteriormente, muitos modelos principalmente os paramétricos, partem dos

3 Oliveira G., informago implicita sobre o prémio das opgdes- Dissertacdo de Mestrado
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precos das opcdes de mercado para encontrar a curva de volatilidade do

ativo.

Alguns outros modelos foram testados por Oliveira, 2000, entretanto,
ndao podem ser utilizados neste trabalho por necessitarem dos precos das
op¢des no mercado para serem construidos.

Tabela 6 — Eficiéncia Operacional dos Modelos — Elaborado por Oliveira, 2000

Eficiéncia Computacinal Confiabiliade e Facilidade de Uso Nao utilizacao de
e implementagao Custo de Manutencao e entendimento precos de mercado
Mistura de Normais + - + -
Maxima Entropia - + + +
Maxima Suavidade - - - +

Analisando a Tabela 6 acima, constata-se dentre os modelos
comparados, 0s Unicos em que se € possivel encontrar a curva de
volatilidade onde ndo ha opcdes sobre o ativo negociado, sdo os modelos de
Maxima Entropia e de Maxima Suavidade.

O modelo de Maxima Suavidade pode ser rapidamente descartado
por ndo apresentar nenhum ponto positivo. O Unico modelo que satisfaz a
restricdo de nao utilizar pregcos de opcdes de mercado como priori de
otimizagdo e com importantes “pontos positivos” € o Modelo Candnico de
Méaxima Entropia.

A dificuldade deste modelo, ou melhor, seu “ponto negativo”, consiste
na dificuldade em relacdo a eficiéncia computacional e a sua
implementacdo; desafios em sua constru¢cdo que serdo apresentados no

capitulo a seguir.
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5. Argumentacao Tedrica, Explicacao, e Construcao
do Modelo.

Neste capitulo sera apresentado ao leitor o principio da Teoria da
Informacdo e da Entropia Relativa; principios base do modelo a ser
desenvolvido. Apés o embasamento tedrico, 0 modelo serd exposto para

finalmente ser construido em planilha eletrénica.

5.1 Argumentacao Tedrica — Teoria da Informacao

5.1.1 Maxima incerteza e equilibrio de mercado

Os mercados estdo supostamente em equilibrio quando a oferta é
igual a demanda, ou seja, quando ha o mesmo numero de participantes

dispostos a comprar e a vender por um mesmo preco determinado ativo.

Se o mercado é eficiente, o potencial comprador de uma agéo
acredita que esta acdo estd desvalorizada, e o potencial vendedor
inversamente acredita que esta acao esta supervalorizada. A diferenca de

opiniao, no equilibrio, torna a distribuicdo dos retornos incerta.

Considerando as duas distribuicbes binomiais abaixo, sendo P a
probabilidade do preco da acdo aumentar no periodo de tempo T:

/v P=99% /vP=50%
X

Y

1-P=1% 1-P =50%
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Pode-se dizer que:

e X é mais previsivel que Y;

e X nao é estavel (mais compradores que vendedores);

e Y é mais incerto quanto ao futuro movimento do mercado;

e Y é mais estavel (mesmo numero de compradores e vendedores);

e Y estd em equilibrio.

O equilibrio tende a ser o mais incerto possivel sobre a diregao futura
do mercado.

5.1.2 Quantificacao da Informacao

A probabilidade mede a incerteza sobre a ocorréncia de um evento
aleatério, a entropia mede a incerteza de uma familia de eventos aleatérios.
Para uma variavel aleatéria X, o que pode-se deduzir de uma observacao

em que X = x?

A quantidade de informacao convertida pela observacao de que X=x,
deve depender do quanto a ocorréncia desse evento é previsivel. Caso
todos tenham a expectativa de que o preco de uma acdo aumente de valor
no dia seguinte e na realidade o preco diminui, 0 evento imprevisivel da
queda é mais informativo do que o previsivel aumento do prego. O que se
quer com a entropia € quantificar a nogdo de que eventos proporcionam

informagao.

Pode-se dizer que a funcéo I(p) representa a informacao trazida pela
ocorréncia do evento X = x com probabilidade de ocorrer igual a p. Isto
requer que I(p) seja positivo e seja uma funcédo decrescente em relagdo a p
(quanto maior p menor o valor de ). Intuitivamente, pode-se justificar que a
funcdo I(p) é ndo negativa pois qualquer ocorréncia de eventos novos gera

alguma informacao nova.
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Considere que X e Y sejam duas variaveis aleatérias discretas

PX=x)=p (5.1) PY =y)=gq (5.2)
independentes:

Desde que X e Y sejam eventos independentes, a probabilidade

conjunta de ocorréncia dos eventos € dado por:

Quando dois eventos independentes, X= x e Y= y, ocorrem, a
informacao associada a eles I(pqg) é dada por:

I(pg)=1(p)+1(q)  (54)

Derivando a expressao acima em relagdo p e em relacao a q tem-se:

0 0
—1 -7 (5.5)
q 3p0) (pq) o (p)

0 0
— % 1pgy=21 56
300 (Pq) o () (5.6)

Como X e Y sdo independentes e, os termos acima devem ser

constantes, denotados por —c, temos:

1(q) =—cln(q) (5.7)

Como 0< g < 1 e I(q) deve ser positivo e uma funcdo decrescente de
g, a constante c é positiva. De agora em diante a constante c tera valor 1.
Portanto, a informacéo trazida por um evento que tem probabilidade de
ocorréncia p é dada por:

I(p) =-In(p) (53)
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Considerando que a acao pode ter o seu prdéximo movimento tanto de
alta quanto de baixa:

Probabilidade do preco aumentar p

Acao

Probabilidade do prego diminuir 1-p

A informacao convertida pelo movimento de alta é dado por I(p) = -

In(p)
A informagcdo convertida pelo movimento de baixa é dado por

I(p) = -In(1-p)
5.1.3 Entropia.

Seja Y uma varidvel aleatoria discreta, assumindo valores Y; ...Yx com

probabilidade P(Y). A Entropia desta v.a é dada por:

HY)= —Zn: p.(Y) Logp.(Y) (5.9)

i=1

Visto que qualquer probabilidade p; € menor ou igual a 1, a entropia

serd sempre um valor positivo.

A expectativa de um valor alto de informacao indica uma distribuicao
com alta variedade de probabilidades de ocorréncia. O valor baixo de
informacao, implica na distribuicdo de probabilidade relativamente estreita e
portanto, ndo ha muito ganho de informagao pela ocorréncia de eventos
previsiveis. Qualitativamente pode-se dizer que H representa a incerteza da
distribuicdo, um valor alto (baixo) de H corresponde a uma alta (baixa)

incerteza.
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Se a distribuicdo Y converge para um unico evento isolado J, o qual
possui probabilidade p= 1 com todos os outros pi= 0, entdo H(Y) = 0. Isto
corresponde ao menor nivel de entropia possivel. A entropia tem seu valor
maximo, log(n), quando pi= 1/ n para todos os i, ou seja, quando todas as
possibilidades tem a mesma probabilidade e a mesma incerteza. Isto é, o
conceito de maxima entropia, corresponde a maxima incerteza e minima

informagao.

Pode-se verificar pela definicdo de entropia (equacédo 5.9), que esta
pode ser escrita como sendo o valor esperado de log p(Y), i.e,

H(Y)=—Ellog p(Y)] (5.10)

O modelo, como sera demonstrado posteriormente, utiliza-se do
conceito de entropia relativa S(p,q) . Este conceito mede a ineficiéncia em

se assumir que uma distribuicdo é g quando a distribuicao verdadeira é p.

A entropia relativa ou divergéncia de Kullback entre duas distribuicées
p e g é definida por:

S(p,q)= )1 LY):Ey{l LY)} (5.11)
(p.q)=>_ p( )ogq(y) | log 3

Onde a ineficiéncia, diferenca entre o valor esperado entre as duas
distribuicdes, é igual a entropia relativa, conforme demostrado abaixo:

Ep(y) [_ log q(Y)] -HY)= Ep(Y) [_ log Q(Y)] - Ep(Y) [_ log p(Y)]
=E,,,[-logq(Y)+log p(¥)]

=E |1 —pm}:s :
p( ){ 0g 7(Y) (p-q) _
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5.2 O Modelo

O modelo a ser construido neste trabalho foi inicialmente
desenvolvido por Stutzer (1996) e é baseado no principio da minima
divergéncia derivado dos desenvolvimentos da Teoria da Informagéo. Ele
utiliza a prépria densidade de probabilidade histérica p (dos retornos
passados) como priori de otimizagdo, encontrando uma nova densidade de
probabilidade g. A partir desta nova distribuicdo, pode-se calcular o novo
preco das opcbes para cada preco de exercicio e, com estes precos,
encontrar a curva de volatilidade do ativo.

Como ja mostrado no capitulo 2, o preco de uma opcao européia de
compra € dado por:

C=e"T"[(S, - X)q(S,)dS

t

> —y §

Onde C é o preco da opgao de compra, r € a taxa de juros livre de
risco, X é o preco de exercicio, S; € o preco da acado no tempote q(Sy) é a
distribuicao de probabilidade de S;.

Dada a equacgao para obtencdo o preco da opcao, a construcdo do
modelo sera dividida em trés partes:

1. Neste item sera obtida a nova distribuicdo de probabilidade q
minimizando a entropia relativa entre a distribuicdo dos retornos
histérica p e a nova distribuicdo g, obedecendo a restricao de a
nova distribuicao ter o seu valor esperado E(S)=See", ou seja, 0
mesmo valor esperado do modelo de Black&Sholes mostrado no
capitulo 2;
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2. Na segunda parte, sera calculado o pre¢o da op¢ao C; para cada

preco de exercicio X a partir da distribuicao q obtida;

3. Por fim, com os precos obtidos no item 2, sera utilizado o modelo
de Black&Sholes, para determinacdo da volatilidade implicita de
cada preco de exercicio construindo assim, a curva assimétrica de

volatilidade.
5.2.1 Obtencao da distribuicao e probabilidade q(S:)

A obtencdo da nova distribuicdo q € a parte mais complexa e
trabalhosa do modelo. A nova distribuicdo q, obtida através da minimizacao
da entropia relativa é equivalente a translacao da distribuicdo historica p,
recentralizando-a, utilizando a taxa de juros livre de risco do mercado, de
forma a alterar o minimo possivel o formato da distribuicdo original. Ou seja,
sera colocado o centro da distribuicdo histérica no centro da distribuicdo do

Black&Sholes, obtendo perdas minimas no formato da distribuigao original.

Pode-se definir S(p, q) como sendo a entropia relativa entre a
distribuicao de probabilidade inicial p e a distribuicdo subsequente q. S mede
0 decaimento da entropia (ou o aumento da informacéao) entre a distribuigcao
inicial p e a final g, e é dada por:

S(p.q)=E_[logg—log p]=> ¢, log% =->q log 2t (512)

1 1

A Funcéao —log( ) € convexa logo log( pi/qi) € maior que o —log( pi/qi ).
Entao,

S(p,q>>—1og2_<q,-§>=—1og2_<p,->=—1og1=o (5.13)
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Portanto S(p,q) é estritamente ndo negativa e é zero se e somente se
p=q. S(p,q) pode ser vista como a distancia entre as duas distribuicdes de
probabilidades.

O objetivo € minimizar a relativa entropia ou a “distancia” entre duas

distribuicbes de probabilidade.

Considere uma opcao de acdo com vencimento em T e uma agao
com preco a vista igual a Sp. Para encontrar o valor da opcao tem-se que
encontrar a média do retorno sobre uma densidade de probabilidade q(So, 0;
Si, T). Teoricamente q é encontrado solucionando a equacéao diferencial de
Black&Sholes. No modelo de Black&Sholes, como apresentado no capitulo
2, a distribuicao de probabilidade do preco da acao é assumido como sendo
lognormal e consequentemente o0s pregos de suas opgdes ndo possuem
nenhuma curva de volatilidade, sendo que todos os precos de exercicios

possuem a mesma volatilidade.

Como ja exaustivamente mencionado, a teoria de Black&Sholes néo
condiz com a realidade, A distribuicdo q a ser obtida, deve ser consistente
com a distribuicao real dos retornos do ativo. Além disso a distribuicao q
deve satisfazer a condicdo de seu valor esperado ser a taxa de juros livre de
risco, devido ao custo do capital e a expectativa de retorno do investidor

como ja apresentado no capitulo 2.

E natural primeiramente levar a adogéo da distribuicdo dos retornos
atuais de determinado ativo p(So0, Si, T). As duas distribuicdes g e p nao
podem ser idénticas, pois a expectativa do retorno da acao esperada pelos
investidores na distribuicdo g, como ja supramencionado, deve ter o valor da
taxa corrente livre de risco, enquanto a expectativa de retorno na distribuicao
p é a média dos retornos reais da acdo, podendo este assumir valor
negativo, sem relacdo com a taxa corrente livre de risco do mercado. A

figura 14 a seguir ilustra o exposto acima.
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Densidade de Probabilidade p - do Ativo
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Figura 14 — Nova distribuicdo q a ser obtida — Elaborado pelo Autor
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Estima-se a distribuicdo dos retornos g de uma acao por sua
distribuicao histérica p, assumindo que o segundo é um bom estimador do
passado e que a relativa entropia S(p,q) entre as duas distribuicdes seja
minimizada. Este critério € imposto na tentativa de evitar qualquer aumento
de desvio da informacdo na criagdo da distribuicdo histérica. Sera
demonstrado que a restricdo da minimizagao na distribuicdo € a condicao
em que o valor esperado do preco da acdo na distribuicdo g é consistente
com o valor futuro da agao.

Portanto, para encontrar a distribuicdo g, deve-se minimizar a entropia

relativa:
MINS< S(p,q) Q|: og( P(S,)ﬂ (5.14)
Tal que :
IQ(ST)STdST =s,e” (5.15)
e

Ja(sds, =1 1)

A resolucédo da minimizagdo acima nao é€ trivial, e por fugir do escopo
do trabalho ndo sera apresentada. Segundo Stutzer 1996, solucionando a
minimizacdo com restricdes acima tem-se a equacdo para obter a

distribuicdo q como sendo:

p(8,.0;8;,7T)
[ p(S,)exp(=4S,)ds

Q(S() 709 ST’T) = exp(_ﬂSt) (517)
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Onde a constante A pode ser encontrada numericamente tal que a

condicao do preco futuro abaixo seja satisfeita.

Iql(So,O;St,T)STdST =s0erT (5.18)

O problema acima € uma otimizacao nao linear com restricdes, o0 que
pode representar problemas computacionais para a obtencdo da solucéao.
Felizmente o problema pode ser transformado em uma otimizacdo nao
restrita, o que simplifica a busca da solugéo. Pelo método do multiplicador de
Lagrange o autor mostra que a solucdo do problema acima é a seguinte
distribuicéo:

Exp[/Al R(_h)}

T
r

Z Exp{/ti R(_h)}

T
7

q(n) =12, H-T  (519)

Esta distribuicdo é conhecida como “Distribuicao Canbnica de Gibbs”.
Por esta razao o autor batizou o “Modelo de Avaliacdo Candnico”. Onder é a
taxa de justos livre de risco, T € o numero de dias até o vencimento da
opcado, e R(-h) é a série de retornos passados de tamanho T (mesma
maturidade das opgdes que se quer avaliar), a partir de uma janela moével
sobre a série histérica H de precos passados do ativo S(t) t=-1,-2,...,-H, ou
seja, € H-T retornos de T dias calculando como:

S(=h)

R(=h) = SChoT)’

73



Capitulo 5 Arqumentacao Teodrica, Explicacao e Construcdao do Modelo

AN
A solucdo de q requer apenas a estimacdo do multiplicador de

Lagrange A, que, por sua vez, € a solugdo do seguinte problema de

minimizag&o n&o restrita:

/Al = arg min Zh exp{ﬂ( R(_Th) - 1)} (5.21)
r

A|— o0, 400]

Utilizando alguma ferramenta de busca direta, no caso deste trabalho,
o “Solver” do Excel, pode-se encontrar o multiplicador de Lagrange o qual
minimiza a funcdo acima. Obtendo-se o multiplicador torna-se necessério
somente a sua substituicdo na equacédo de q para a obtencdo da nova
distribuicao .

5.2.2 Ajuste do modelo

Conforme apresentado no capitulo 3, & possivel obter a volatilidade
do preco de exercicio da opcao “at the money” fazendo uma analise de sua
volatilidade histérica ou observando a volatilidade implicita, caso a opcéao
seja negociada no mercado. A volatilidade “at the money” deve ser um dos
parametros a ser inserido pelo usuario, ja que esta representa a expectativa
da volatilidade realizada do ativo pelo negociador e sendo assim, mais uma

restricdo a ser incluida no modelo.
Para que a volatilidade da opgéao “at the money” a ser obtida, seja a

mesma inserida pelo usuario, deve-se ajustar o modelo de forma que o novo

estimador gatm seja obtido por:
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T
T r

S LS R )
r

r

exp{ 2 R(=h) ﬂz(max[S R(=h) = X ,, ,o]ﬂ

yh=12..H-T (5.22)

q atm (h) =

Onde os multiplicadores de lagrange Ai, A2 sejam encontrados,

solucionando o seguinte problema de minimizagdo nao restrita:

T
r

A are MinZexp{ll RCH) zz(ma"[s RO = X O] ﬂ (523)
h r

A1 [— °°,+°°] As [— 00,+<>0]

Para Catm 0 preco da opcao de compra “at the Money” observada no

mercado, inserida pelo usuario.
5.2.3 Obtencao dos precos das opcoes

A segunda etapa da implementacdo do modelo de avaliacao é o uso
da densidade neutralizadora estimada q para o calculo do prego da opgao.
No caso, deseja-se avaliar e prever o preco das opgdes européias de
compra para com o prego obtido, estimar a volatilidade implicita utilizando o
Black&Sholes. O valor da opgcédo com preco de exercicio X, expirando em T,
sobre o ativo com preco corrente Sy, € dado por:

C - Z(max[S 'R’(ﬁ;h) — Xi,0] o h)j (5.24)

No capitulo 6 seguinte 0 modelo sera testado comparando-se a curva
de volatilidade encontrada com a do curva de volatilidade do indice Bovespa.
Cumpre salientar, que para a obtencdo da curva de volatilidade sera
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calculado o preco das opcdes de onze precos de exercicios diferentes, os
quais possuem liquidez no mercado, portanto sera calculado o preco de Cy,
C,...,C11 de forma que o preco da opcao Cg possua como preco de exercicio
Xe “at the money” (inserido pelo usuario no modelo), C; até Cs com os
precos de exercicios X1 a Xs “in the money” e C; até Cy; com os precos de
exercicios Xz a Xy1 “out of the money’”.

5.2.4 Curva de Volatilidade

Encontrados os precos das opcgoes, sera utilizado o modelo de
Black&Sholes, fazendo uso como entrada dos precos das opcbes e dos
respectivos precos de exercicios, de forma a obter a volatilidade implicita
para cada preco, formando a curva de volatilidade do ativo.

5.3 Construcao do modelo

Neste item sera apresentado o algoritmo para a contrucdo do modelo.

5.3.1 Algoritmo

e Passo 1: Coleta da série histérica do ativo que se quer avaliar;

e Passo 2: Fornecer os Parametros : Preco atual do ativo,
Volatilidade “ At the Money”, Taxa de Juros, vencimento da opcao
e precos de exercicios Xj...Xp;

e Passo 3: Calcular o numero de dias uteis até o vencimento da
0p¢ao;

e Passo 4: Calcular a Taxa de Juros efetiva até o vencimento da
0p¢ao;

e Passo 5: Calcular o preco da opcao de compra “at the money”
utilizando o modelo de Black&Sholes com os parametros inseridos
( Volatilidade “at the Money” , preco de exercicio” At the money” ,
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preco atual do ativo, taxa de juros, e vencimento) ou simplismente
utilizar o preco observado no mercado.

e Passo 6: Utilizando a base de precos historica, calcular o R(-h),
série de retornos de tamanho T ( niumero de dias até o vencimeto
da opc¢ao) conforme a equcao 5.20.

e Passo 7: Calcular o retorno descontado a taxa de juros efetiva do

R(-h)

T
r

periodo calculada no passo 4, conforme a equagao abaixo:

1

Onde r' é a taxa de juros efetiva e R(-h) o retorno

e Passo 8 Calcular:

T
r

(Mcix[SnR(—h)—XATM 0] c ]
ATM

Onde Catm € o valor do preco da opgao de compra calculada no
passo 5, Sy 0 preco autal do ativo, R(-h) o retorno, r' a taxa efetiva e
Xatm preco de exercicio “at the Money’

e Passo 9: Calcular

T T
r r

Exp ﬂl(R(_h) lj n Zz(de[SOR(_h) — Xz ’O] _ CATM)

Onde A1 e A2 sao os multplicadores de Lagrange com valor inicial

qualquer. Utilizando um software de busca restrita direta, encontrar
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os multiplicadores de Lagrange que minimizam a expressao 5.23

acima.

Passo 10: Calcular a distribuicdo de probabilidade garw, utilizando
os dados obtidos no passo, conforme expressao 5.22.

Passo 11: obtido o estimador garm, calcular os precos das opgoes
de compra C; até C, utilizando os precos de exercicios X; até X.

L

_ z(max[S . R}E;h) — Xi,0] . h))

h

Passo 12: Com os precos das opgdes Cy....Cy utilizar o modelo de
Black&Sholes utilizando como parametro os precos das opgdes de
compra obtidas de forma a obter a volatilidade para cada preco de

exercicio.

5.3.2 Apresentacao da construcao em planilha.

O modelo construido neste trabalho foi elaborado de forma que

usuario interfira 0 minimo possivel, evitando assim erros.

Para isso foram construidas trés planilhas, a “Planilha Principal” ,
“Planilha de Calculo” e a “Planilha DataBase”.

A Planilha Principal, € onde o usuario interage com o modelo, nela
sao inseridos os parametros para encontrar a curva de volatilidade do ativo,
e na mesma planilha o resultado é apresentado, ndo havendo necessidade
do usuario interagir com outras parte do modelo.

Para facilitar a utilizacdo, foram criadas fungdes em Visual Basic, e

“Macros” para auxiliar na obtencéo dos resultados e diminuir a necessidade
de contato do usuario com o modelo.
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A funcéo BS cuja listagem é apresentada em anexo, é responsavel
pelo calculo do preco da opcao pelo modelo de Black&Sholes. A funcao
BSVOL calcula a volatilidade do ativo dado o preco da opgao e os demais

parametros, sua listagem também é apresentada em anexo.

A “Macro” DataBase, busca os precos histéricos do ativo que se quer
avaliar da Planilha database passando-os para a planilha de calculo. A
“Macro” Curva, aciona os calculos para obtencao do resultado.

A Planilha de calculo é onde o algoritmo para solugao do problema é
desenvolvido, a apresentagdo e explicacdo dos campos da planilha sera

mostrada adiante.
A Planilha DataBase, possui 0os precos historicos das 57 agbes do

indice Bovespa de 16 de novembro de 2000, até os precos do dia anterior ao
dia atual, essa data base ¢ atualisada diariamente pelo Banco JP Morgan.
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5.3.2.1 “Planilha Principal”

Nesta planilha como dito anteriormente, o usuario devera inserir 0s

dados para a resolucao do problema.

Segue abaixo a explanacao de cada campo:

e Campo Ativo: O usuario insere o nome do ativo que se quer
avaliar.

e Campo Preco do Ativo: Usuario insere o preco atual do ativo So;

e Campo Volatilidade ATM: Usuario insere a volatilidade “at the
Money” observada no mercado ou na analise da volatilidade
histérica.

e Campo Taxa de Juros: Usuario insere a taxa de juros ao ano para
0 vencimento da opgéo.

e Campo Vencimento: Usuéario insere a data de vencimento da
opcao.

e Coluna Preco de Exercicio : Nesta coluna sao inseridos os onze
precos de exercicios que se quer avaliar

e (Coluna Volatilidade do Mercado: Caso haja opcbdes com liquidez o
usuario pode inserir as volatilidades observadas no mercado para
compara-las com o obtido pelo modelo

e Campo ATM: Traz automaticamente a volatilidade “at the Money*
inserida pelo usuario

e Campo dias uteis: esse campo calcula o numero de dias Uteis até
0 vencimento da opc¢éao

e (Campo dia: Traz o dia corrente

e (Coluna Preco de Mercado: Calcula os precos das opcoes
utilizando a funcdo BS e os parametros (Volatilidade, preco do
ativo, dias para o vencimento, taxa de juros) inseridos pelo

usuario.
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Coluna Volatilidade do Modelo: Retorna as volatilidades obtidas na
planilha de calculo para cada preco de exercicio

Macro Data Base: Aciona a “Macro” DataBase, que busca os
precos historicos da ativo do campo Ativo da planilha data base,
inserindo-os na planilha de calculo.

Macro Curva: Aciona a “Macro” Curva que aciona o calculo na
plainiha de calculo.

Gréfico: Mostra a curva do mercado e a curva encontrada no

modelo.
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5.3.2.2 “Planilha de Calculo”

Esta planilha é a aplicacao do algoritimo para constru¢cao do modelo
apresentado no item 5.3.1 para o calculo da curva de volatilidade.

Esta planilha contém os dados inseridos pelo usuario na Planilha
Principal e os calculos para a obtencao da curva.

e Linha Preco de Exercicio: possui 0s precos de exercicios inseridos
pelo usuério na planilha principal.

e Linha Preco de Mercado: Possui o preco da opgéao “at the Money”
calculada na planilha principal relativa a volatilidade “at The
Money’.

e Campo Taxa Efetiva: Calcula a taxa efetiva até o vencimento da
opcgao.

e Campo Lagrange : Multiplicador de Lagrange A+

e Campo Lagrange ATM: Mutiplicador de Lagrange A»

¢ Coluna A e B: Nestas colunas é onde a “Macro” Database insere
0s precos histéricos do ativo

e Coluna C: Calcula o retorno R(-h)

e Coluna D: Calcula o R(-h) multiplicado pelo preco atual do ativo

e Coluna E: Calcula:

R(=h) _

T
r

e (Coluna F: Calcula

)

Sendo que A1 é o multplicador de Lagrange do campo Lagrange.

1

e (Coluna H: Calcula

1 [Max[SUR(—h) — X, 0] . j

T
r
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A2 € o multiplicador de lagrange do campo lagrange ATM
e (Coluna I: Calcula o exponencial da soma do resultado da coluna F
e H.

Expl A1 ( R(=h) 1) ‘A, (Max[SOR(—f;) ~ X, 0] . )

r’ r
e (Coluna Opt1 a Coluna Opt11: Calcula o maximo entre o resultado

obtido na coluna D e os precos de exercicios das opcoes de 1 a
11, dividido pela taxa efetiva do Campo Taxa Efetiva.

(Mcix[SoR(—h) = g ,0]]

r

e Coluna G: Calcula q, dividindo o resultado da Coluna I, pela
somatéria da Coluna |, que esta Calculado no Campo Somatoria.

e “Macro” Curva: A “Macro” Curva acionada na planilha Principal, faz
com que 0 campo Somatéria seja minimizado alterando os
multiplicadores de langrange nos Campos Lagrange e Lagrange
ATM.

e Linha Preco da opcéao: calcula o preco da opcao encontrado apos
a utilizacao da “Macro” Curva. O preco da opcao 1 é obtido pela
somatéria da coluna G (q (h) ), multiplicado pela coluna Opt1, e
assim sucessivamente até a Opt11

‘R(=h)—Xi
C :Z(maX[S f_T ) z,O]qATM (h)j

e Linha Volatilidade: Com os precos obtidos na Linha Preco da
Opcéo, é utilizado a funcao BSVOL, para calcular a volatilidade
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implicita de cada preco de exercicio, formando assim a curva de

volatilidade.
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6. Analise dos Resultados

Neste capitulo serdo apresentados os resultados dos testes
realizados, comparando a curva de volatilidade observada no mercado de
indice Bovespa e a obtida pelo modelo.

6.1 Parametros dos testes.

As curvas observadas foram obtidas no periodo compreendido entre o
dia 9 de julho de 2003, a 18 de julho de 2003, Foram analisadas as
volatilidades dos onze precos de exercicios mais liquidos. O pregco de

exercicio medido em pontos e a volatilidade em porcentagem.

A curva observada no mercado pode variar dependendo da liquidez
do dia e do tempo para o vencimento das opc¢des. Cumpre observar que as
opcdes com vencimentos curtos (um a trés meses) possuem a volatilidade
mais sensivel a pequenas mudancas no preco do ativo se comparadas as
opcdes com vencimentos longos, podendo até mesmo causar distorgcdes nos

dados.

Os testes foram realizados em opgdes vencimento em 13 de agosto
de 2003, pois nestas opcdes concentram-se 0 maior nimero de operacoes.
Nos precos de exercicio em que nao houve realizacao de negécio no dia da
observacéao, foi utilizado o prego intermediario entre o preco de venda e o
preco de compra, ja nos precos de exercicios que nao haviam ofertas de
compra ou de venda, foram utilizadas as mesmas volatilidades utilizada
pelos negociadores do Banco JP Morgan para precificacdo das suas
posicoes ja existentes.
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Os dados histéricos utilizados para o célculo da curva de volatilidade

foram os precos do indice Bovespa de 16 de novembro de 2000, até a data

dos testes. Os precos utilizados encontram-se listados em anexo.

Nos testes complementares, que serao apresentados no decorrer do

capitulo, o modelo foi testado nos dias 16 de agosto de 2003 e 15 de

outubro de 2003 para as opcdes com vencimento em 18 de fevereiro de

2003 e 14 de abril de 2004, respectivamente. Estes testes foram realizados

para avaliar a aderéncia do modelo em opgdées com vencimentos mais

longos, no caso avaliado, seis meses.

6.2 Apresentacao dos resultados

Primeiramente foi observado a curva de volatilidade negociada nos

oito consecutivos pregdes durante o periodo mencionado no item anterior,

conforme apresentado na tabela abaixo:

Tabela 7 — Curva de volatilidade do indice Bovespa, observada no mercado de 09/06/2003
a 18/06/2003 — Elaborado pelo autor

Data / Preco de Exercicio

11000

11500

12000

CURVAS OBSERVADAS

12500

13000

13500

14000

14500

15000

15500

16000

18/jun/03 30,63% | 29,84% | 29,30% | 28,92% | 28,70% | 28,51% | 28,22% | 27,69% | 27,15% | 26,92% [ 26,73%
17/jun/03 31,63% [ 31,12% [ 29,80% [ 29,20% | 28,88% | 28,55% | 28,80% | 28,12% | 28,09% | 26,89% | 27,40%
16/jun/03 33,73% | 32,11% | 31,11% | 29,70% | 29,20% | 28,43% | 28,00% | 27,54% | 26,83% | 25,91% [ 25,72%
13/jun/03 32,00% [ 31,13% [ 29,74% | 28,11% | 27,95% | 28,58% | 28,78% | 28,13% | 27,12% | 25,81% [ 25,62%
12/jun/03 31,23% [ 30,84% [ 29,63% [ 29,25% | 29,12% | 28,47% | 28,88% | 27,91% | 27,38% | 25,94% | 25,23%
11/jun/03 29,54% | 29,67% | 29,00% | 28,40% | 27,95% | 28,41% | 28,88% | 28,13% | 27,13% | 27,36% | 27,17%
10/jun/03 30,58% [ 29,12% [ 29,11% [ 28,90% | 28,20% | 28,60% | 28,60% | 28,01% | 28,47% | 27,88% | 27,22%
9/jun/03 30,12% | 29,13% | 28,59% | 28,40% | 28,17% | 28,50% | 28,61% | 27,88% | 27,44% | 27,12% | 27,03%
Desvio Padrio 1,30% | 1,09% | 0,76% | 0,53% [ 0,51% [ 0,07% | 0,32% | 0,52% | 0,72% | 0,85% | 1,13%
Média 31,18% | 30,37% | 29,54% | 28,86% | 28,52% | 28,51% | 28,43% | 27,93% | 27,45% | 26,73% | 26,52%

Observa-se que o

desvio padrdo da curva observada aumenta

conforme os precos de exercicio das opgdes afastam-se do preco de

exercicio 13500, “at the Money’”.
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Este aumento no desvio padrdo pode ser explicado pela diferenca
entre o preco de compra e de venda das opcdes com preco de exercicio
11.000 e 16.000 ser maior do que os do preco de exercicio 13.500 “at the
Money”, além disso, o lucro ou prejuizo obtido pela variacdo de 1% na
volatilidade para as opcdes mais “in the money” e “out of the money” é
menor do que na opgao com preco de exercicio “At the money”.

Nos mesmos dias em que os dados observados foram colhidos e
utilizando os mesmos parametros da curva observada, foi calculada a curva

estimada utilizado o modelo. O resultado encontra-se na tabela 8 a seguir:

Tabela 8 — Curva de volatilidade do indice Bovespa obtida pelo modelo no periodo entre
09/06/2003 e 18/06/2003 — Elaborado pelo autor

CURVAS ESTIMADAS
Data / Prego de Exercicio 11000 11500 12000 12500 13000 13500 14000 14500 15000 15500 16000

18/jun/03 31,22% | 30,45% | 29,0% | 29,2% | 28,13% | 28,51% | 28,14% | 27,78% | 27,55% | 27,44% | 27,64%
17/jun/03 32,88% | 30,02% | 29,5% | 29,6% | 28,13% | 28,55% | 28,55% | 28,01% | 27,88% | 26,89% | 26,44%
16/jun/03 31,15% | 31,15% | 29,8% | 29,9% [ 29,34% | 28,43% | 27,78% | 26,84% | 27,33% | 26,77% | 26,89%
13/jun/03 30,99% | 29,84% | 28,9% | 28,5% | 28,01% | 28,58% | 28,13% | 27,11% | 28,14% | 28,13% [ 26,13%
12/jun/03 31,84% | 30,88% | 28,1% | 28,6% | 29,02% | 28,47% | 28,75% | 27,53% | 27,13% | 27,55% | 26,84%
11/jun/03 30,15% | 30,02% | 28,9% | 28,7% | 28,13% | 28,41% | 28,38% | 27,91% | 27,48% | 27,36% | 26,56%
10/jun/03 30,58% | 30,01% | 29,2% | 29,6% [ 28,69% | 28,60% | 28,12% | 27,12% | 28,02% | 28,23% [ 27,13%
9/jun/03 31,17% | 30,51% | 29,5% | 29,0% [ 28,13% | 28,50% | 28,01% | 27,49% | 28,53% | 28,13% | 28,81%
Desvio Padrao 0,82% [ 0,47% | 0,51% | 0,52% | 0,50% | 0,07% [ 0,31% | 0,42% | 0,47% | 0,56% | 0,84%
Média 31,25% | 30,36% | 29,10% | 29,14% | 28,45% | 28,51% | 28,23% | 27,47% | 27,76% | 27,56% | 27,06%

Pode-se observar que o desvio padrao das opg¢des “in the money” e
“out of the money” sdo maiores que o da “at the money”, porém na curva
estimada, as diferencas entre os desvios padrdes entre os precos de
exercicio, sdo menores que nos da curva observada. O maior desvio padrao
nas extremidas, como na curva observada, pode ser explicado pela maior

sensibilidade da volatilidade a mudangas do pre¢o das opgées.

De forma a avaliar a validade da curva estima foi construida uma
tabela comparativa entre as volatilidades observadas no mercado e as
estimadas no modelo, calculando o erro absoluto médio para preco de

exercicio conforme a tabela 9.
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Tabela 9 — Comparacgéo e célculo do erro entre a curva obtida e a estimada. — Elaborado

pelo autor

Preco de Exercicio 11000 11500 12000 12500 13000 13500 14000 14500 15000 15500 16000 Erro médio Desvio

Data da Curva Padrao

Observado 18-Jun-03 30.63% | 29.84% | 29.3% | 28.9% | 28.70% | 28.51% | 28.22% | 27.69% | 27.15% | 26.92% | 26.73%
Estimado 18-Jun-03 31.22% | 30.45% | 29.0% | 29.2% | 28.13% | 28.51% | 28.14% | 27.78% | 27.55% | 27.44% | 27.64%

Erro 18-Jun-03 0.59% | 0.61% | 0.28% | 0.31% | 0.57% | 0.00% | 0.08% | 0.09% | 0.40% | 0.52% | 0.91% 0.40% | 0.28%

Observado 17-Jun-03 31.63% | 31.12% | 29.8% | 29.2% | 28.88% | 28.55% | 28.80% | 28.12% | 28.09% | 26.89% | 27.40%
Estimado 17-Jun-03 32.88% | 30.02% | 29.5% | 29.6% | 28.13% | 28.55% | 28.55% | 28.01% | 27.88% | 26.89% | 26.44%

Erro 17-Jun-03 1.25% | 1.10% | 0.29% | 0.35% | 0.75% | 0.00% | 0.25% | 0.11% | 0.21% [ 0.00% | 0.96% 0.48% | 0.45%

Observado 16-Jun-03 33.73%| 32.11% | 31.1% | 29.7% | 29.20% | 28.43% | 28.00% | 27.54% | 26.83% | 25.91% | 25.72%
Estimado 16-Jun-03 31.15% | 31.15% | 29.8% | 29.9% | 29.34% | 28.43% | 27.78% | 26.84% | 27.33% | 26.77% | 26.89%

Erro 16-Jun-03 2.58% | 0.96% | 1.36% | 0.17% | 0.14% | 0.00% | 0.22% | 0.70% | 0.50% | 0.86% | 1.17% 0.79% | 0.75%

Observado 13-Jun-03 32.00% | 31.13% | 29.7% | 28.1% | 27.95% | 28.58% | 28.78% | 28.13% | 27.12% | 25.81% | 25.62%
Estimado 13-Jun-03 30.99% | 29.84% | 28.9% | 28.5% | 28.01% | 28.58% | 28.13% | 27.11% | 28.14% | 28.13% | 26.13%

Erro 13-Jun-03 1.01% | 1.29% | 0.86% | 0.43% | 0.06% | 0.00% | 0.65% | 1.02% | 1.02% | 2.32% | 0.51% 0.83% | 0.64%

Observado 12-Jun-03 31.23% | 30.84% | 29.6% | 29.3% | 29.12% | 28.47% | 28.88% | 27.91% | 27.38% | 25.94% | 25.23%
Estimado 12-Jun-03 31.84% | 30.88% | 28.1% | 28.6% | 29.02% | 28.47% | 28.75% | 27.53% | 27.13% | 27.55% | 26.84%

Erro 12-Jun-03 0.61% | 0.04% | 1.50% | 0.70% | 0.10% | 0.00% | 0.13% | 0.38% | 0.25% | 1.61% | 1.61% 0.63% | 0.65%

Observado 11-Jun-03 29.54% | 29.67% | 29.0% | 28.4% | 27.95% | 28.41% | 28.88% | 28.13% | 27.13% | 27.36% | 27.17%
Estimado 11-Jun-03 30.15% | 30.02% | 28.9% | 28.7% | 28.13% | 28.41% | 28.38% | 27.91% | 27.48% | 27.36% | 26.56%

Erro 11-Jun-03 0.61% | 0.35% | 0.12% | 0.30% | 0.18% | 0.00% | 0.50% | 0.22% | 0.35% | 0.00% | 0.61% 0.29% | 0.22%

Observado 10-Jun-03 30.58% | 29.12% | 29.1% | 28.9% | 28.20% | 28.60% | 28.60% | 28.01% | 28.47% | 27.88% | 27.22%
Estimado 10-Jun-03 30.58% | 30.01% | 29.2% | 29.6% | 28.69% | 28.60% | 28.12% | 27.12% | 28.02% | 28.23% | 27.13%

Erro 10-Jun-03 0.00% | 0.89% | 0.04% | 0.74% | 0.49% | 0.00% | 0.48% | 0.89% | 0.45% | 0.35% | 0.09% 0.40% | 0.34%

Observado 09-Jun-03 30.12% | 29.13% | 28.6% | 28.4% | 28.17% | 28.50% | 28.61% | 27.88% | 27.44% | 27.12% | 27.03%
Estimado 09-Jun-03 31.17%| 30.51% | 29.5% | 29.0% | 28.13% | 28.50% | 28.01% | 27.49% | 28.53% | 28.13% | 28.81%

Erro 09-Jun-03 1.05% | 1.38% | 0.92% | 0.62% | 0.04% | 0.00% | 0.60% | 0.39% | 1.09% | 1.01% | 1.78% 0.81% | 0.54%

Erro Médio por Preco de Exercicio 0.96% | 0.83% | 0.67% | 0.45% | 0.29% ]| 0.00% | 0.36% | 0.48% | 0.53% | 0.83% | 0.96% |

Desvio Padréo do erro 0.76% | 0.46% | 0.57% | 0.21% | 0.27% ]| 0.00% | 0.22% | 0.35% | 0.34% [ 0.81% | 0.56% |

Curva Média Observada 31.18% [ 30.37% | 29.54% | 28.86% | 28.52% | 28.51% | 28.60% [ 27.93% [ 27.45% | 26.73% | 26.52% |

Curva Média Estimada 31.25% | 30.36% | 29.10% | 29.14% [ 28.45% | 28.51% [ 28.23% [ 27.47% | 27.76% | 27.56% | 27.06% |

Como esperado, o erro médio do preco de exercicio aumenta nas
extremidades. Por o modelo ter como restricdo possuir o preco da opcao “at
the money “igual ao do mercado, o0 seu erro absoluto médio para este preco

de exercicio € muito pequeno, proximo de zero.

Os graficos com a comparacao da curva de volatilidade obtida com a

estimada encontram-se na figura 15.
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Apés a andlise das curvas obtidas para opc¢oes de dois meses, foram
realizados testes complementares para verificar se o0 modelo obtém um
resultado satisfatério para opcdes mais longas, para isso foi comparada a

curva de volatilidade observada de seis meses, com a estimada.

Foi observada a curva de volatilidade no dia 13 de agosto de 2003,
para as opgcdes com vencimento em 18 de fevereiro de 2004, e no dia 23 de
outubro de 2003 para as op¢des com vencimento em 14 de abril de 2004.

No resultado mostrado nas figuras 16 e 17, foi também apresentado a

distribuicdo de probabilidade q, obtida pelo modelo, comparando-a com a
distribuicdo do modelo de Black&Sholes.
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Data do Teste

13/ago/03] Preco do Atvio
Vencimento da Op¢ao 18/fev/04]

[ 13500]
Volatilidade ATM 28,00%)

Erro Médio da Curva  [IIIINRER
Desvio Padrao

14500 15000 15500 16000
27,19% 27,01%
28,34% | 2800% | 2753% | 27,13% | 26,89% 26,85% 26,12%
| 0,09% | 0,18% | 0,15% | 0,23% 0,22% 0,00% 0,19% 0,06% 0,12% 0,10% 0,32%

Preco de exercicio 11000 11500 12000 12500 13000 13500 14000
Volatilidade Mercado 30,84% 29,93% | 28,91% | 28,50%

28,12% 28,00% 27,72%
Volatilidade do Modelo 30,75% 30,11% | 29,06% | 28,73% |
Erro

lercado  ® Modelo

Model lodelo de Black&Sholes
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Data do Teste

23/0ut/03] Prego do Atvio 17500) Erro Médio da Curva
Vencimento da Opgao 14/abr/04) Volatilidade ATM 29,00%]
Preco de exercicio 15000 15500 16000
Volatilidade Mercado

Desvio Padrio
17000 17500 18500 19000 19500 20000
29,20% 29,00% 27,92% 27,65% 27,75% | 27,77%
29,50% 29,01% 28,13% 27,89% 27,85% | 27,53%
0,01% 30% 0,01% 4¢ 21% 3% 0,10% 0,24%

16500
| 32,11% | 31,00% | 3043% | 29,72% |
Volatilidade do Modelo 3289% | 3153% | 30.06% | 20.73%

Erro 0,78% 0,37%

Mercado Modelo

delo lodelo de Black&Sholes

\
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Pode-se observar pelos resultados que o erro médio e o desvio
padrao é ainda menor que os obtidos nos teste das curvas para vencimento
de dois meses, e a curva estimada para seis meses teve um erro absoluto
médio menor do que a curva das op¢des com vencimento em dois meses.

Sendo também considerado um resultado bastante satisfatério.

O teste do dia 23 de outubro, foi realizado um dia depois do indice
Bovespa ter se desvalorizado 3.10%, apés uma semana de pouca
volatilidade. Este teste foi importante para verificar a consisténcia do modelo
apds mudancas bruscas nas condicées de mercado.

Neste dia as volatilidades implicitas negociadas tiveram um aumento
bastante consideravel. As volatilidades do indice Bovespa “at the Money”
gue eram negociadas no dia anterior a 28,5%, passaram a ser negociadas a
30%. Observa-se pelos resultados que mesmo com a mudanca brusca das
condigdes do mercado o modelo continuou sendo um bom estimador da

curva de mercado.

6.3 Analise dos Resultados

Analisando a comparacao entre curva de volatilidade observada e a
estimada, pode-se afirmar que a curva obtida pelo modelo é uma boa
estimativa da curva de mercado, ja que o erro absoluto médio € menor que o

desvio padrdao encontrado na curva observada.

Pelos testes complementares realizados em opcdes de seis meses,
pode-se afirmar que o modelo também consegue obter uma boa estimativa
da curva de volatilidade do mercado, j& que os erro médio entre o valor
observado e o estimado é muito baixo.
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As distribuicbes de probabilidade qarm(h) encontradas, como
apresentado nas figuras 17 e 18, possuem sua média igual a distribuicao
normal de Black&Sholes, sendo coerente com a restricio imposta pelo
modelo, apresentado no capitulo 5.

Outro importante ponto observado nos testes é o seu tempo para a
obtencdo do resultado. No inicio do trabalho, em entrevista com os
negociadores, foi verificado que o tempo o qual tornaria 0 modelo viavel para
a precificacao de operagdes estruturadas seria em torno de 900s, ou 15min.

O tempo médio observado para a obtencao dos resultados foi de 183s
com desvio padréo de 27s.

Analisando os resultados obtidos, pode-se afirmar que a curva

estimada pelo modelo é uma boa aproximacdo da curva de mercado
observada.
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7. Conclusao

Este capitulo € o fechamento do trabalho, nele é apresentada a

concluséo final, a validacdo do modelo e sugestdes para melhorias.

7.1 Conclusao

O objetivo do trabalho de formatura, é a solucado de um problema ou a
apresentacdo de uma melhoria na empresa em que o0 estagio
supervisionado é realizado. No caso deste trabalho, o Banco JP Morgan.

Apos experiéncia adquirida nos trés anos de trabalho na instituicao,
além da observacdao das necessidades da area, complementada com
entrevista aberta e discussées com os negociadores de volatilidade, foi
proposto o objetivo deste trabalho, que € determinar a curva de volatilidade

de ativos que n&o possuem opcdes sendo negociadas.

Para o desenvolvimento do estudo, faz-se necessario o entendimento
dos fundamentos tedricos que envolvem o mercado de opgdes, para isto foi
apresentado os conceitos de opcao, e os problemas existentes no modelo

de Black&Sholes, utilizado na sua precificagao.

O problema do modelo de Black&Sholes, como apresentado, € a
utilizacao da distribuicdo de probabilidade dos retornos do ativo como sendo
normal, o que ndo condiz com a realidade, pois cada ativo possui uma

distribuigcdo de probabilidade de retorno proépria.
Sedimentado o conceito de opcao, e a problematica envolvida na sua

precificacao usual, foi apresentado o parametro volatilidade, sua forma de

célculo, e os tipos de curvas observados no mercado, finalizando assim o

97



Capitulo 7 Conclusao

embasamento tedrico para o entendimento do problema e elaboracdo da

solucéo.

Para a escolha do modelo para solucionar o problema foram
analisados modelos paramétricos e nao paramétricos, sendo constatado
que somente os modelos ndo paramétricos satisfazem a restricao de
determinar a curva de volatilidade sem utilizagdo dos precos de mercado.
Dentre os modelos estudados, o mais eficiénte para solucionar o problema
proposto € o Modelo Canbnico de Maxima Entropia. Neste modelo, é
utilizada a propria distribuicdo de probabilidade histérica do ativo e a sua
volatilidade “at the money’ para obtencao da solucao.

Escolhido o modelo, foi pesquisado e apresentado o conceito de
entropia relativa utilizada na sua construcao. Apds embasemento tedrico,
este foi desenvolvido, utilizando ferramentas que o tornasse de facil
utilizacao, além de facilitar a rapida obtencao dos resultados.

O modelo construido foi testado comparando a curva de volatilidade
observada no mercado do indice Bovespa e a estimada pelo modelo. Os
resultados obtidos nos teste realizados para opg¢des com vencimento em
dois e seis meses foram bastante satisfatérios, a curva de volatilidade
estimada para o indice Bovespa é muito pr6xima da curva observada no
mercado, o erro absoluto médio por preco de exercicio € menor que o desvio

padrdo da curva observada.

Por a curva observada no mercado ser considerada pelos
negociadores como a curva real do ativo, o modelo pode ser utilizado para
obter a curva de volatilidade de ativos que ndo possuem opg¢des sendo
negociadas, utilizando para isso somente os seus precos histéricos, sem a
necessidade de usos de precos de mercado, cumprindo assim o objetivo do
trabalho.
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Outra importante conquista do trabalho foi conseguir construir o
modelo utilizando ferramentas que tornassem mais rapida a obtencado da

solucéo, o que, caso ndo ocorresse , inviabilizaria a sua utilizagao.

7.2 Validacao e Proximos Passos.

Os negociadores da mesa de renda variavel do Banco JP Morgan,
colaboraram e acompanharam o desenvolvimento deste trabalho, e sua
grande aceitacdo culminou com o sucesso dos testes e da construgdo do
modelo. As constantes discussées abordando assuntos correlatos ao
trabalho desde seu inicio, bem como a inclusdo de diversas propostas
consideradas por mim relevantes a confec¢ao deste Trabalho de Formatura
gerou uma grande participacdo de pessoas de expressiva experiéncia no
mercado financeiro, o que, sem dudvida, contribuiu muito para que o projeto
fosse bem sucedido e bem aceito dentro do Banco.

Depois de finalizado o corpo do trabalho e a realizacdo dos testes, o
mesmo foi analisado pelos negociadores que demonstraram interesse em
sua utilizacdo. A aprovagao foi unanime, sendo que, os negociadores de
volatiidade da area de Equity Derivatives  demostraram interesse em
passar o modelo de planilha para um sistema, para a sua utilizacdo na
precificacdo das opcdes sobre ativos que ndo possuem opgdes negociadas,
e para a avaliagdo das curvas presentes no mercado.

Entretanto, o projeto ndo tem seu fim atrelado ao termino deste
Trabalho, este pode ser refinado em diversos pontos, entre eles a utilizagao
de Back Test para verificar o retorno obtido pela utilizacdo da curva de
volatilidade do modelo, e outros testes para que melhorias sejam feitas e

conclusdes futuras sejam apuradas.
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Por fim, é importante lembrar a contribuicdo do curso de Engenharia
de Producdo na confeccdo deste projeto. Além de toda base tedrica
adquirida nas matérias de Economia, Financas, Estatistica, Tecnologia de
Informagéo e Pesquisa Operacional, sem o qual seria muito dificil meu
aprofundamento em um tema arido como o da obtencdo da curva de
volatilidade, o bom senso, o raciocinio I6gico, a metodologia e a capacidade
de desenvolvimento de modelos adquiridos durante esses cinco anos de
curso foram o ponto chave para que esse projeto fosse bem sucedido.
Desde a identificacdo do problema até a proposicdo e avaliacdo das
solucdes, senti a forte influéncia da Poli em meus métodos de raciocinio.
Além disso a capacidade de desbravar temas que parecem hostis a primeira
vista foi, sem davida, um ponto no qual esse curso e particularmente a

Escola Politécnica me auxiliaram muito.
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Anexo 1 — Funcao BS

Function BS(k As String, S As Double,
Double, V As Double)

Dim A As Double
Dim D As Double
Dim D2 As Double

On Error GoTo Trata_Erro

T =T/ 252

R Application.Ln (1l + R)
D
D2 =D -V * ((T) ~ 0.5)

If (UCase(k) = "C") Then

A =S * Application.NormDist (D, O,
Application.NormDist (D2, 0, 1, True)

ElselIf UCase(k) = "P" Then

x As Double,

1,

True)

(Application.Ln(S/x) + (R-(V"2)/2)*T)/(V*(T"0.5))

T As Double,

- x * Exp(-R * T)

A = x * Exp(-R * T) * Application.NormDist (-D2, O,

Application.NormDist (-D, 0, 1, True)
End If

BS = A
Exit Function

Trata_Erro:
BS = Error (Err)

End Function

1,

True)

*

S

R As
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Anexo 2 — Funcao BSVol

Function BSvol(k As String,
e, P As Double)

As Doubl
Dim
Dim
Dim
Dim

On Error GoTo Trata_Erro

Vol= 0
Do
Vol=
T =
R:
D:
0.5))
D2 =

If (
A

El

A

End
Loop Unt

BSvol =
Exit Fun

Trata_Er
BSVol =

End Func

A As Double

D As Double
D2 As Double
Vol as Double

Vol + 0.0001
T / 252

Application.Ln (1l + R)
(Application.Ln (S / x)

D -V * ((T)

UCase (k) = "C")
= S * Application.NormDist (D,
* Application.NormDist (D2,

self UCase (k)

= x * Exp(-R * T)
S * Application.NormDist (=D,

If
il A=P

A
ction

ro:
Error (Err)

tion

S As Double, x As Double, T As Double,

* Application.NormDist (-D2,

R

(Vol* (T"

- x * Exp(-R * T)
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Anexo 3 — Macro Data Base

Sub Chama_Database ()

dim wData as worksheet
dim wMain as worksheet
dim info as variant
dim dUlt as double

set wData = Thisworkbook.sheets ("Database")
set wMain = Thisworkbook.sheets ("Principal")

Procura o ativo na database
vInfo = Application.Match (wMain.range ("Ativo") .Value,
wData.Range ("Base"), 0)
if not iserror(info) then
' Transfere as datas
dUlt = whata.Cells (65536, vInfo) .End(x1lUp) .Row
wData.Range (wData.Cells (3, C_DAT),
wData.Cells (dUlt, C_DAT)) .Copy
wMain.Cells (15, C_DAT) .PasteSpecial xlPasteValues

Transfere os dados

wData.Range (wData.Cells (3, vInfo), wData.Cells (dUlt -
1, vInfo)) .Copy
wMain.Cells (15, 2) .PasteSpecial xlPasteValues

Copia as formulas
wMain.Range ("C15:U" & dUlt + 12) .Copy
wMain.Cells (8, 2) .PasteSpecial xlPasteFormulas

Else
Msgbox "Ativo nao encontrado!"
End if
End Sub
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